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* 读 者 


本 书 由 国防 科技 图 书 出 版 基金 资助 出 版 。 

国防 科技 图 书 出 版 工作 是 国防 科技 事业 的 一 个 重要 方面 。 优 
秀 的 国防 科技 图 书 既 是 国防 科技 成 果 的 一 部 分 ,又 是 国防 科技 水 
平 的 重要 标志 。 为 了 促进 国防 科技 事业 的 发 展 ,加 强 社会 主义 物 
质 文明 和 精神 文明 建设 ,培养 优秀 科技 人 才 ,确保 国防 科技 优秀 图 
书 的 出 版 ,国防 科 工 委 于 1988 年 初 决 定 每 年 氢 出 专款 ,设立 国防 
科技 图 书 出 版 基金 ,成 立 评审 委员 会 ,扶持 ,审定 出 版 国防 科技 优 
秀 图 书 。 

国防 科技 图 书 出 版 基金 资助 的 对 象 是 : 

1. 学 术 水 平 高 ,内 容 有 创见 ,在 学 科 上 居 领 先 地 位 的 基础 科 
学 理论 图 书 ;在 工程 技术 理论 方面 有 突破 的 应 用 科学 专著 。 

2. 学 术 思想 新 颖 ,内 容 具体 实用 ,对 国防 科技 发 展 具有 较 大 
推动 作用 的 专著 ;密切 结合 科技 现代 化 和 国防 现代 化 需要 的 高 新 
技术 内 容 的 专著 。 

3. 有 重要 发 展 前 景 和 有 重大 开拓 使 用 价值 ,密切 结合 科技 现 
代 化 和 国防 现代 化 需要 的 新 工艺 .新 材料 内 容 的 科技 图 书 。 

4. 填补 目前 我 国 科技 领域 空白 的 薄弱 学 科 和 边缘 学 科 的 科 
技 图 书 。 

5. 特别 有 价值 的 科技 论文 集 、 译 著 等 。 

国防 科技 图 书 出 版 基金 评审 委员 会 在 国防 科 工 委 的 领导 下 开 
展 工作 ,负责 掌握 出 版 基金 的 使 用 方向 ,评审 受理 的 图 书 选 题 , 决 
定 资助 的 图 书 选 题 和 资助 金额 ,以 及 决定 中 断 或 取消 资助 等 。 经 
评审 给 予 资助 的 图 书 , 由 国防 工业 出 版 社 列 选 出 版 。 

”国防 科技 事业 已 经 取得 了 举世 瞩目 的 成 就 。 国 防 科技 图 书 承 


N 


担 着 记载 和 弘扬 这 些 成 就 ,积累 和 传播 科技 知识 的 使 命 。 在 改革 
开放 的 新 形势 下 ,国防 科 工 委 率 先 设立 出 版 基金 ,扶持 山 版 科技 图 
书 , 这 是 一 项 具有 深远 意义 的 创举 。 此 举 势 必 促使 国防 科技 图 书 
的 出 版 随 着 国防 科技 事业 的 发 展 更 加 兴旺 。 

设立 出 版 基金 是 一 件 新 生 事物 ,是 对 出 版 工作 的 一 项 改革 。 
因而 ,评审 工作 需要 不 断 地 摸索 ,认真 地 总 结 和 及 时 地 改进 ,这 样 ， 
才能 使 有 限 的 基金 发 挥 出 巨大 的 效能 。 评 审 工作 更 需要 国防 科技 
工业 战线 广大 科技 工作 者 、 专 家 、 教 授 ,以 及 社会 各 界 朋 友 的 热情 
支持 。 . 
让 我 们 携 起 手 来 ,为 祖国 昌盛 ,科技 腾飞 、 出 版 繁荣 而 共同 奋 
斗 ! | 


国防 科技 图 书 出 版 基金 
评审 委员 会 


国防 科技 图 书 出 版 基金 


第 三 届 评 审 委员 会 组 成 人 员 
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廖 晓 昕 教授 的 专著 《动力 系统 的 稳定 性 理论 和 应 用 ) 申 请 国防 
科技 图 书 出 版 基金 , 邀 我 作为 推荐 人 并 为 之 作 序 ,我 欣然 同意 。 

我 认识 诀 晓 昕 同志 始 于 1985 年 6 月 在 瑞典 的 国际 控制 论 大 
会 上 ,他 留 给 我 印象 殊 深 的 是 对 知识 的 勤奋 刻苦 好 学 和 对 科学 的 
执着 追求 。 他 未 曾 去 过 苏联 ,大 概 50—60 年 代 因 受 苏联 科学 体系 
的 教育 大 陶 影 响 , 对 苏联 自然 科学 理论 的 严谨 性 情 有 独 钟 ,十 分 欣 
赏 ,特别 对 于 李 雅 普 诺 夫 (JIsmynos) 稳 定性 理论 和 和 鲁 里 叶 (JIyppe) 
非 线 性 控制 系统 绝对 稳定 性 钻研 很 深 ,80 年 代 初 他 在 国内 两 届 高 
校 微分 方程 教师 进修 班 上 系统 地 讲授 过 “稳定 性 的 数学 理论 ” ,把 
苏联 严谨 的 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 理论 继续 在 中 国 传播 , 实 为 可 贵 。 
他 当时 自学 英文 时 间 不 长 ,在 飞机 上 ,在 旅舍 里 ,在 行 途中 争 分 抢 
秒 利用 一 切 机 会 提高 英文 听 说 能 力 。 到 1993 年 ,我 高 兴 地 看 到 他 
的 英文 专著 《Absolute Stabiltiy of Nonlinear Control Stystems》 由 荷 
= Kluwer 和 中 国 的 科学 出 版 社 联合 出 版 了 ,这 不 能 不 说 是 他 目标 
始终 如 一 ,长 期 坚持 不 懈 , 精益 求 精 的 结果 。 这 本 《动力 系统 的 稳 
定性 理论 和 应 用 ?是 他 的 又 一 力作 , 是 他 长 期 科研 教学 心血 的 结 
HB o 

众所周知 ,稳定 性 问题 是 人 们 研究 各 类 动态 系统 (包括 各 种 工 
业 系 统 , 自 然 界 存在 的 各 类 系统 以 及 社会 经 济 系统 等 ) 所 面临 的 最 
基本 最 重要 的 问题 之 一 , 它 的 重要 性 是 不 言 而 喻 的 ,稳定 性 理论 已 
积累 了 十 分 丰富 的 成 果 , 特别 是 上 世纪 末 俄 国 数学 家 A. M. 
Ляпунов 在 运动 稳定 性 领域 作出 了 创世纪 性 质 的 成 就 以 来 ,这 一 
领域 取得 了 长 是 的 进展 。 


ҮШ 


为 全 面 系统 深入 地 介绍 稳定 性 理论 的 经 典 成 果 及 近代 进展 ， 
廖 晓 昕 教授 撰写 了 这 本 专著 :《 动 力 系 统 的 稳定 性 理论 和 应 用 》, 它 
具有 以 下 鲜明 的 特色 : 

1. 理论 体系 严密 、 系 统 、 完 整 。 需 要 指出 的 是 由 于 稳定 性 理论 
的 严密 性 ,因此 数学 上 、 逻 辑 上 阐述 稍 有 失 之 不 严 ,常会 使 读者 产 
生 误 解 ,而 本 书 对 此 有 足够 充分 的 重视 。 

2. 内 容 十 分 丰富 ,翔实 。 既 介绍 了 Ляпунов 稳定 性 的 经 典 内 


容 及 应 用 (前 五 章 ) ,又 论述 直到 目前 Ляпунов 直接 法 的 最 新 结果 
(后 五 章 )。 


3. 收 集 了 相当 丰富 的 俄罗斯 学 者 的 研究 成 果 。 由 于 Ляпунов 
稳定 性 理论 源 于 俄罗斯 ,也 由 于 俄罗斯 向 来 重视 基础 研究 ,因此 ， 
在 这 一 领域 积累 特别 丰富 ,本 书 对 此 作 了 系统 的 介绍 ,同时 也 介绍 
了 欧美 及 我 国学 者 一 些 经 典 成 果 。 

4. 充分 反映 了 作者 在 本 领域 内 的 许多 重要 研究 成 果 。 由 于 作 
者 在 本 领域 内 长 期 耕耘 播种 ,有 许多 重要 的 贡献 (如 Лурье 控制 
系统 绝对 稳定 的 充 要 条 件 及 各 种 新 的 充分 条 件 ,神经 网 络 及 细胞 
神经 网 络 的 稳定 性 , 偏 泛 函 微分 方程 ,随机 泛 函 微分 方程 的 稳定 等 
等 )。 对 稳定 性 理论 有 深刻 的 见解 和 长 期 积累 的 科研 教学 经 验 , 因 
此 作者 是 在 高 层次 上 扎 著 此 书 的 。 

研究 稳定 性 理论 在 国内 学 术 界 有 广泛 的 需要 ,出 版 这 方面 的 
著作 是 需要 与 及 时 的 ,国内 员 有 多 本 这 方面 的 著作 ,但 就 内 容 而 
言 , 庆 晓 昕 教授 这 本 著作 无 疑 是 更 有 鲜明 特色 的 近代 专著 。 我 希 
望 并 相信 本 书 会 受到 读者 的 欢迎 ,产生 好 的 社会 影响 ,促进 科学 技 
术 进 步 。 


中 国 科学 院 院 士 ” 冯 纯 伯 
1999 年 元 月 20 日 
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动力 系统 稳定 性 的 重要 性 是 人 所 共 知 的 ,上 世纪 俄罗斯 著名 


数学 力学 家 李 雅 普 诺 夫 (JImnyaoa) 院 士 首创 的 运动 稳定 性 的 一 般 
理论 , 受到 了 各 国学 者 的 高 度 重视 , 苏联 控制 论 专家 列 托 夫 
(JleroB) ,数学 家 马尔 金 (Mankmn) 先后 在 他 们 的 专著 序言 中 说 到 
“无 论 现代 控制 以 何 种 方法 描述 ,总 是 建立 在 Ляпунов 运动 稳定 
性 的 牢固 基础 上 ” ,美国 数学 家 LaSalle 也 说 过 :“ 稳 定性 理论 在 吸 
引 全 世界 数学 家 注意 ……, Ляпунов 直接 法 得 到 了 工程 师 们 的 广 
泛 赞 赏 ,稳定 性 理论 在 美国 正 迅 速 变 为 训练 控制 论 工程 师 们 的 标 
准 部 分 "。 我 国 著名 科学 家 钱学森 、 宋 健在 《工程 控制 论 ) 中 写 到 : 
“对 于 控制 系统 的 第 一 个 要 求 是 稳定 性 ,从 物理 意义 上 讲 , 就 是 要 
求 控制 系统 能 稳妥 地 保持 预定 的 工作 状况 ,在 各 种 不 利 因素 的 影 
响 下 不 至 于 动 播 不 定 ,不 听 指挥 ……”, 这 些 足以 说 明了 稳定 性 具 
有 普遍 意义 ,事实 上 ,在 经 典 控制 中 ,稳定 性 是 唯一 的 要 求 ,即使 在 


现代 控制 中 , 它 仍然 是 主要 的 性 能 指标 。 近 10 多 年 来 , Ляпунов 
函数 又 成 功 地 应 用 到 神经 网 络 ,借助 于 动力 系统 的 吸引 子 和 电子 
电路 的 实现 来 完成 某 些 智能 优化 计算 和 联想 记忆 ,开辟 了 新 途径 。 


本 书 试图 以 Ляпунов 函数 及 泛 函 为 主线 ,贯穿 全 书 ,辅佐 以 
LaSalle 不 变 原 理 、 比 较 原理 及 代数 方法 ,以 统一 的 观点 和 近代 的 
手段 介绍 各 种 方程 所 描述 的 动力 系统 的 稳定 性 , 全书 共 分 为 10 
章 。 第 一 章 扼要 地 介绍 了 动力 系统 的 概念 及 全 书 要 用 到 的 主要 数 
学 工具 。 第 二 章 ,第 三 章 , 集 中 概括 地 叙述 了 用 常 微分 方程 描述 的 


动力 系统 的 Ляпунов 经 典 理论 及 其 各 种 推广 。 第 四 章 详 细 地 论 


X 


述 了 非 线性 控制 系统 的 绝对 稳定 性 的 充 要 条 件 和 由 此 派生 出 来 的 
各 种 充分 条 件 。 第 五 章 讨 论 了 两 类 典型 的 人 工 神 经 网 络 (Hopfield 
神经 网 络 和 细胞 神经 网 络 ) 的 稳定 性 。 第 四 、 五 两 章 可 视 为 


Ляпунов 稳定 性 理论 对 实际 系统 的 具体 应 用 。 当 然 其 它 各 章 也 不 
乏 各 种 应 用 实例 。 离 散 动 力 系统 的 稳定 性 是 近代 稳定 性 课题 之 
一 。 第 六 章 详细 地 闸 述 了 差分 方程 描述 的 离散 动力 系统 的 稳定 
性 。 第 七 章 给 出 了 微分 差分 方程 动力 系统 的 稳定 性 的 基本 理论 和 
方法 及 较 多 的 实例 。 由 于 泛 函 微分 方程 的 实例 ,大 部 分 是 微分 差 
分 方程 , 故 在 第 八 章 中 论述 泛 函 微分 方程 稳定 性 时 只 概括 地 介绍 
一 些 理论 结果 和 方法 ,实例 不 多 。 第 九 章 介绍 用 偏 微分 方程 . 偏 泛 
函 微 分 方程 描述 的 动力 系统 的 稳定 性 。 最 后 一 章 是 介绍 英国 毛 学 
荣 教授 与 作者 合作 的 关于 随机 微分 方程 .随机 泛 函 微分 方程 的 稳 
定性 结果 。 

作者 感谢 国防 科技 图 书 出 版 基金 的 资助 ,也 感谢 国家 自然 科 
学 基金 [69874016 号 ,69674008 号 ,19371032 号 ,1890422 5, 84 
科 基 115 号 ] 及 国家 教委 高 等 学 校 博士 点 专项 科研 基金 [97048722 
号 ]、 湖 北 省 自然 科学 基金 .香港 王 宽 诚 教育 基金 会 的 资助 ,还 感谢 
英国 皇家 学 会 的 资助 使 毛 学 荣 教 授 能 邀请 我 赴 英 国 愉快 地 合作 ， 
因为 书 中 很 多 内 容 取材 于 这 些 基 金 资助 的 成 果 。 作 者 也 感谢 华中 
理工 大 学 校 . 系 .所 领导 和 许多 同事 朋友 的 大 力 支 持 , 尤 其 是 杨 叔 
子 院士 。 作 者 还 应 特别 感谢 中 科 院 院士 、 俄 罗斯 自然 科学 院外 籍 
院士 汉 纯 伯 教 授 在 百 忙中 为 本 书 作 序 ,并 对 书稿 的 结构 体系 安排 
及 写作 内 容 提 出 了 宝贵 的 意见 。 | 

限于 作者 知识 水 平 , 书 中 难免 存在 缺点 和 错误 ,衷心 盼望 和 热 
忱 欢迎 读者 批评 指正 。 


雇 晓 昕 于 华中 理工 大 学 
自动 控制 科学 与 工程 系 
1999 年 2 月 18 日 
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第 一 章 预备 知识 


本 章 给 出 动力 系统 的 概念 及 一 些 实例 ,说 明 动 力 系统 的 广泛 
性 ,统一 地 介绍 动力 系统 平衡 位 置 的 各 种 稳定 性 、 吸 引 性 的 定义 ; 
BUA Ляпунов Ж К 类 函数 的 定义 和 相互 关系 ;给 出 Dini 导 
数 概念 ;讨论 M AME Hurwitz 矩阵 ,正定 矩阵 统一 的 简化 判 据 ， 
这 些 内 容 , 在 全 书 中 起 基本 工具 的 作用 。 


81 动力 系统 概念 


我 们 以 记号 X ERRARE o 的 度量 空间 , R 表示 实数 集 


a 
Ho 


ЖУ 1.1.1 (X, R, л) RENE X 空间 上 的 一 个 动力 
系统 ,其 中 z 是 乘积 空间 Xx R 到 空间 X 的 一 个 映射 ,此 映射 满 


足下 列 公 理 : 
1) 和 恒 等 公理 r(x,0)=x,VxEX 
2) HAH л(л(х,11),2) = nlx, titt) 


VLEX, Yt t ER 

3) ”连续 公理 ;x 是 一 个 连续 映射 。 

在 X 空间 上 给 定 了 一 个 动力 系统 , 则 空间 X 和 映射 x 分 别 
称 为 该 动力 系统 的 相 空 间 和 映射 。 

映射 (x,t) FEM :ER, 便 确定 了 一 个 映射 z (x): X 
一 X, 称 此 映射 为 转换 ; 对 固定 的 xEX, 便 确定 了 一 个 映射 
m (t): R— X ,#K xx(z) 为 运动 。 

下 面 看 一 些 动力 系统 的 例子 。 


例 1 设 了 表示 整数 集合 ,J + 表示 正 整 数 集合 , В" 表示 维 
欧 氏 空间 , || x | 表示 R” 中 欧 氏 范 数 ,x 既 可 表示 向 量 ,也 可 表示 
一 个 函数 。 

令 х:Ј. э", х (п) =x(n +1) 


М ГА 
X—x x 


T: R”—>R” 
差分 方程 x = Tx 
表示 x(n +1)=T(x(n)) Vn€J4 (1.1-1) 
始 值 问 题 
x= Tx x(0) = xo 


AE x(n) = Т"(хо) 这 里 T УТ п 次 迭代 。 
T*=T(T) ”而 T= RREPERI, 
这 样 ,每 个 差分 方程 (1.1-1) 都 定义 了 一 个 动力 系统 nial, 
ху) = Т'хо, 2, В" 上 的 任何 一 个 离散 动力 系统 都 有 与 之 相对 


应 的 差分 方程 。 
例 2 考虑 一 般 的 自治 常 微分 方程 组 
ах _ 一 n 
k x= f(x) x€ R (1.1.2) 
х(0) = xo 


其 中 f; Ке" 是 连续 的 , 且 假定 对 每 个 xE R", 存 在 定义 在 R 
上 满足 p(0,x) = x 的 唯一 解 p(z,x), 则 由 解 的 唯一 性 可 推 得 
Yti,t2ER, 有 
olti p(t2,x)) = p(t1+ to,x) 
go 作为 一 个 从 R x R" 到 R" 的 函数 是 连续 的 ,显然 映射 x:R" x R 
>К" ihn lx, t) = p(t,x) 在 Re 上 定义 了 一 个 动力 系统 。 
йз 一般 非 自治 常 微分 系统 


aen (1.1-3) 
x(0)= xo 
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其 中 f:R x RR" 连续 ,假定 对 每 个 (ti0,xo)E€ R x R 有 唯一 
folt, tos xo), Cta: tos Xo) = xo, 对 一 切 ERAEN, SRRH 
xT: 义 XR->X, 其 中 Х= Вх Е", я((2,х)з) = (5+1,ф(5 +2, 2, 
х)), РЕ х EX 上 定义 了 一 个 动力 系统 ,事实 上 ,这 个 动力 系统 
对 应 于 R**! 内 等 价 的 自治 微分 系统 。 

例 4 泛 函 微分 方程 


eo (1.1-4) 
x(0)= ç 
Et x,(6)=x(24+6):[-7, 0] >R",C #С([—у,0]—=К")Ж 
Ж BM, o: [- r 0] > К" АЭ ЗОРАН B], f : X 
CCR" ,这 里 X 是 C ЯЕ, у 是 连续 的 。 

车 对 于 某 个 a >0, Yt E10,a] 有 满足 (1.1-4) 的 唯一 解 
x(t), H -rxt 0, gE X,x(t)=¢(t). 

这 样 ,(1.1-4) 式 实际 也 定义 了 一 个 动力 系统 。 

例 5 考虑 线性 偏 微分 方程 
ди " Ou 
сед (1.1-5) 
и(ф,0) = o(xi, Xn) 
其 中 a ,61,… obn 是 实 常数 。 

Ф 是 当 xE R" 时 给 定 的 连续 可 微 函 数 p(x1,…,x,) 所 形成 
的 空间 ,其 中 当 | x l| > +o, (x1,…, a) RR Ly, Bi 
l ell = sup |g» 

易 验 证 ,(1.1-5) 式 的 解 a(9,t) 定 义 了 一 个 动力 系统 。 

还 可 以 举 出 很 多 动力 系统 的 实例 ,这 是 以 说 明 动 力 系统 的 概 
念 具有 高 度 的 抽象 性 和 广泛 的 概括 性 ,研究 稳定 性 即 研究 动力 系 
统 的 一 类 特殊 的 渐 近 行为 ,因而 可 以 用 统一 的 观点 来 处 理 。 


52 动力 系统 平衡 位 置 的 稳定 性 ,吸引 性 


定义 1.2.1 给 定 一 个 动力 系统 (X,R,r) , 若 存在 点 REX, 
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使 得 x(x,t)=x,YVztER, 称 x 为 此 动力 系统 的 一 个 平衡 点 , 记 
x | 

以 olx, ER x 与 x 的 距离 ,在 R, p(x, x) FU || x 
-x 上 来 表示 ,以 下 讨论 动力 系统 (X,R ,7) 的 平衡 点 x 的 稳定 
性 ,吸引 性 ,都 是 对 此 动力 系统 而 言 的 ,除非 特别 声明 ,稳定 性 概念 
都 是 指 的 Ляпунов 意义 下 的 。 | 

定义 1.2.2 PK r 是 稳定 的 , 若 Ye>0,36(e)>0, 使 得 当 
0( x9, x )< 8, H p(x(x,t), x) <є,27— 0 220 成立。 

EX 1.2.3 称 x ЖИЮ, AA о >0,3 plx, x) <a, 
有 lim z(x,1) = x° BR D={x, p(x, x°)<o} J х 吸收 区 域 。 

定义 1.2,4 称 是 渐 近 稳定 的 , 若 x 既是 吸引 的 ,又 是 稳 
定 的 。 

定义 1.2.5 Kr 是 全 局 渐 近 稳定 的 , 若 吸 引 区 域 为 整个 X 
空间 。 i 
SEX 1.2.6 KY 是 指数 稳定 的 , 若 存 在 a>>0, Ye>0,35 
(є) >20, Ч р(хо,к") <5,6 olx, x) Kee”, 1220 BOL. 

定义 1.2.7 Kx Бене, AVI>O, 34 >0， 
3k(6)>0, 4 о(хо,х)<8,Н 

o(x(x,t), x )<k(d)e © 120 

其 它 类 型 的 稳定 性 有 界 性 、 耗 散 性 等 定义 分 别 在 以 后 各 章 中 

给 出 。 


83 Ляпунов 函数 和 K 类 函数 [28] 


前 两 节 在 一 般 抽象 空间 X 上 考虑 动力 系统 ,但 最 常见 也 是 本 
书 主要 讨论 的 还 是 R" 空间 , 且 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 x = 0 为 平衡 
位 置 。 

设 QCR",0 是 包含 原点 的 n AFPR, A I =[0,+ о), 
W(x)EC[0,R],V(z,x)€CIITX0,R] 分 别 表 示 定 义 域 为 


QIX A AERA R 的 连续 函数 。 

ЕХ 1.3.1 PRAM W(x) 在 0 上 正定 , 若 在 0 上 上 W(x) 之 
0, 且 W(x)=0, 当 且 仅 当 x=0; 称 函数 W(x) 在 0 上 负 定 , 若 
一 W(x) 在 0Q 上 正定 。 

正定 、 负 定 函 数 统称 为 定 号 函数 ,也 称 为 Ляпунов 函数 。 

EX 1.3.2 称 函 数 W(x) 在 Q ЕРЕЖЕ, AE OA 
W(z)Z0, 称 函数 W(x) 在 0 上 半 负 定 , 若 在 Q 上 - W(x) 半 正 
定 。 

YEE ERE ARTA ЖЕ, hh BRM, EA 5 РА 
数 。 

例 1 (х) = xTAx, x =col(z;," ,Ta) 

А = AT 为 实 的 正定 矩阵 , 则 (х) R 上 为 正定 函数 , 若 
А = АТ 为 实 的 半 正 定 和 矩阵 , 则 W(x) 在 К" 上 为 半 正 定 函 数 。 

例 2 。 W(x)= 方 3+k(1 cosx1) k>0 

4 0< zi<2r ,为 正定 函数 。 

当 0 委 zi 委 2r ,为 半 正 定 函 数 。 

定义 1.3.3 Ж W(x)E CIR RIAAFKER AR, ж 
(х) Ех, AY || x || оо, М(х) = + °°, 

МЗ Wiri) = 221 + х5 + 2хүхләосоз( тү + 22) 

13 42 


2211 + 22-21 Farll зл»! 


2 


= det + 2}-Sat- $3 = +P >0 


МИ (ухо) > ©, 4 at + zŠ — co 


故 У/ (ху, z.) 0297 K'IE xE ЩЖ, | 

对 于 一 个 无 穷 大 正定 函数 , 则 Yc>0, W(x)=c 有 一 包含 原 
点 的 封闭 曲面 。 

定义 1.3.4 称 函 数 V(t,x)E CIITxQ,Rj 正 定 ,车 存在 正 
“Ж W(x)ECIQ,R], 使 之 V(z,x) 宇 W(x) 且 V(t,0) 志 0。 
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Ж Va, RE, A VG, x) EE 

Ж V(z,xz) 半 正定 , 若 W(x) IEE Н V(t, x) W(x). 

称 V(z,x) 半 负 定 ,车 一 V(t,x) 半 正定 。 

例 4 V(r,zi,z2)= (te *) (27+ 23 + cos( x1 + z2)) 
正定 。 

5 V(t,21,22) =e t!(z1+z2) ІЕЕ, 220, 

正定 函数 V (z, x) de I> R” SP ВЕНА Н ТАТ, 
t 为 参数 ,但 永远 在 不 随时 间 变 化 的 超 曲 面 W = We) EJ , M 
0< c<1 随时 间 变 化 的 超 曲面 徐 V(t,x)= c>0, 永 远 包 含 在 超 
闭 曲 面 W(x)=c 的 内 部 。 

定义 1.3,5 称 函数 V(t,x)€ C[Ix 0,R] 具 有 无 穷 小 上 
界 , 若 存在 正定 函数 Wi(x)€EC[0,Rj, 使 

| V(t,x) I< W,(x) 

Ж V(t,z)ECLIxR",R] 具 有 无 穷 大 下 界 , 若 存在 无 穷 大 

正定 函数 W(x) ,使 
V(t ,x)2W3(x) 

具有 无 穷 小 上 界 和 无 穷 大 下 界 的 时 变 函 数 V, x) F. ЁЗ 
于 两 个 定常 函数 Wi(x) ,W(x) 之 间 。 随 着 时 间 变 化 的 超 曲 线 面 
EVO, x) = с >>0, 夹 在 两 个 固定 不 变 的 超 曲 面 Wi(x)=c， 
(х) = с 之 间 。 

定义 1.3.6 V(:,x)C€ C[Ix Q,R],W(x)€ C[O,R]Hu[ 
正 可 负 , 则 分 别称 为 变 号 函数 。 | 

Йб (5,20) = z? + 25 — 32122 

Pl 7 V(t,x1,22) = (зіп)? + (cose) x3 
均 为 变 号 函数 。 

定义 1.3.7 函数 pEC[L0,r],R] 是 严格 单调 上 升 画 数 ， 
AA Ф(0) =0, 1 ç BAT К ЖР A ФЄ К. 

& ФЄІК*,к*], H e€ K,lime(r)= + co , 则 称 o 是 属于 
KR 类 函数 , 记 为 PEKR。 
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关于 正定 函数 与 K 类 函数 之 间 存 在 如 下 重要 的 等 价 关系 。 
命题 1.3.1 对 于 在 上 x || CR 上 任意 连续 正定 函数 W(x)， 
必 存 在 两 个 К 类 函数 Ф, 92， 使 
gi | x |) < (х) pll x || ) 
对 于 R 上 的 任意 无 穷 大 正定 函数 V(x) 必 存在 两 个 KR 类 函数 
WW fE 
w (| x |)< V(x) < W,( || x ll ) 
这 个 命题 的 证 明 可 参见 文献 [37] 第 一 章 。 


84 Dini 50127) 


设 g(DE CLT,R], 则 下 面 四 个 导数 
D' f(t) Ë lim gl + h) - g(t)) 


р, f(t) Š lim 100 +h)— g(t)) 


h-0 


D- g(t) É tim Egli +h) - g(t)) 


hd 


D ga) & lim 1080 +h) – g(t)) 


分 别称 为 f(t ) 在 t 处 的 右上 导数 , 右 下 导数 ,左上 导数 、 左 下 导 
数 , 它 们 统称 为 Dini 导数 。 | 

Dini ОЕ BT REH + co , 若 不 出 现 这 种 情况 , 则 Dini 导数 恒 
存在 ,特别 当 g(z ) 满 足 局 部 Lipschitz 条 件 时 ,四 个 Dini 导数 均 有 
限 ,显然 g(1) 的 导数 存在 当 且 仅 当 四 个 Dini 导数 有 限 且 相等 。 

连续 g(z) 的 单调 性 与 Dini 导数 的 定 号 性 有 如 下 的 关系 。 

命题 1.4.1 设 g(t)EC[I,R], 则 g(2) 在 I 上 单调 不 减 的 
充 要 条 件 是 D+ ga) (VEI). 

证 明 可 参见 文献 [37] 第 一 章 。 

下 面 考虑 一 个 正定 函数 V(t ,x), 沿 方程 组 


SX (r), бох) ХК", R] (1.4-1) 
的 解 的 Dini 右上 导数 , 按 定义 有 
р? у(х) аар lima ТУСА, (еВ) 


V(t,x(t))] 

这 个 表达 式 中 依赖 于 微分 方程 的 解 ,而 解 的 表达 式 又 是 未 知 的 , 因 
此 ,应 用 是 困难 的 ,为 了 克服 此 困难 , 日 本 数学 家 T. Yoshizawa 给 
出 了 如 下 有 趣 的 定理 。 

81.4.17] 设 V(z,x)EC[IxQ,R1, 且 V(z,x) 关 于 
x 对 上 一 致 地 满足 局 部 Lipschitz 条 件 , 即 

| V(t,x)-V(t,y) IS L ||) x-— yl 

NJ V(¿,x)WWPPEZR(1.4 - 1) 式 的 解 的 有 上 导数 . 右 下 导数 分 别 
为 


р” убт, (0) laan = lim + | V(z + à, 
x +hf(t,x)) — V(z,x)} (1.4-2) 
Р, V(z,x(z)) laa.) = lim С + А, 
х +hf(t,«)) – V(z,x)| | (1.4-3) 
(1.4-2) 式 ,(1.4-3) 式 右边 已 不 明显 依赖 于 解 x (г) ,这 正 是 这 个 
定理 的 重要 价值 所 在 。 


关于 此 定理 的 证 明 可 参见 文献 [27] 或 文献 [37] 第 一 章 。 
如 果 Was MEIR, "я 


ЗУ аар = бек зу гәл) = SY t grad + f(z,x) 


HD V(:,x(1)) w =D, vee) | (1.4-1) = 

D Vit,x(t)) la.4-1) = 卫 - V(t,x(t)) la.4-1) = 

dV(t,x(t)) 
dt 


根据 定理 1.4,1 可 知 ,V(t,x(z)) 沿 方程 (1.4-1) 式 的 解 不 


адал) 
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减 ( 不 增 ), 当 目 仅 当 D* V(t, x(2))20(D* V(¿,x(t))<0) 
85 МЖ Hurwitz 和 矩阵、 正定 矩阵 


.无论 是 在 离散 动力 系统 或 连续 动力 系统 中 ,还 是 在 计算 数学 ， 
数理 统计 中 , M 矩阵 是 一 个 近代 的 实用 的 数学 工具 T731。 
定义 1.5.1 PKR A (aj) ITM BB, A РЖ 
件 满足 : 
1)а;>20(2=1,2,--, п), а;<0 CiAj,i,7=1,2,--, 0) 
2) FR ”个 行列 式 大 于 零 
ап, `7, Nl; 


det > 0 і = 1,2,: п 


йй, P Qü 
M 矩阵 的 等 价 条 件 有 数 十 个 , 则 常见 实用 的 [781 有 : 

L.ag>O (Gi=1,2,-',n),a 0 (CiAJ,1,7=1,2,°", 
n,),H А120, AT HAERERE: 

[I.a,>0 (i=1,2,-",n),a S 0 (1558),1,у)=1,2,°°, 
п,), НЕЧЕН c;>0, 使 得 Scas>0,i 一 1,2,… ,ns 

三.ai>0,as 所 0,i 关 j,i,j 一 1,2,…,n, 且 存在 常数 а,>0, 
使 得 >dias>0 (j=1,2,…, 7); | 

№.а;>0 (2=1,2,--,п),а;<0,133,1,ј= 1,2,7, п, 
V ERA & = col(6 En), RETRE 

Ах = Š 

有 正 数 组 解 = сот, Hs 

V.ay>0, ay <0 (i4j,i,j 二 1,2,…,n), 一 A 是 一 个 
Hurwitz 稳定 矩阵 , 即 A 仅 有 负 实 部 特征 值 ; 

Vl.a;>0 (¿i=1,2,2", n),a SOGE, i j =1,2; sn), 
和 矩阵 


G Š(I-—D`A) 

的 谱 半 径 o(G)<1[ 即 G 的 特征 值 都 在 复 平 面 的 单位 圆 内 ] ,这 里 
Р = аар(аџ,:"-,а,,), р 15 D HERE., 

其 中 定义 1.5.1 给 出 М 和 矩阵 的 条 件 ,相对 容易 验证 ,有 构造 
性 的 计算 程序 。 

A(a;)axan 仅 有 负 实 部 特征 值 , 则 称 A X Hurwitz ERE. 

det | AE - A |= А + а, А1 + +a + ао 

判定 A 为 Hurwitz 矩阵 的 Hurwitz 判 据 为 : 

ж a;>0,i=1,2,…,n, 则 A Hurwitz 矩阵 当 且 仅 当 


Ai 类 ol >0， A E| “°|>о,—- 
аз аз 
ar а 0 ... 0 
аз а aj 
A,=| : : |= даа, > 0 
Qn-1 Qn-2 
Q2n-1 ` an 
这 里 当 s<0 或 >n, 则 a,=0。 
an ` dr, | 
设 实 对 称 阵 A= |: 对 应 的 二 次 型 为 
| ар 77 Ga 
V(x) = xTAx 
V(x) 的 正定 性 、 常 导 性 及 变化 性 常 能 用 Sylvester 条 件 来 判定 ， 简 
称 A 正定 [ 负 定 ] 半 正定 半 负 定 。 
| ац 7 ац 
记 A, Š | 
qt — Qü 
著名 的 Sylvester 判 据 为 ， 


A 正定 等 价 于 A,>0 i=1,2,…,n 
А 半 正 定 等 价 于 А20 1=1,2,-",0 


11 


ARESRF (-1)'A,>0 , i=1,2,--,n 

A 半 负 定 等 价 于 (-1)'A;20 i=1,2,.",n 

从 上 面 可 看 出 ,无 论 验 证 一 个 矩阵 是 否 为 M ER, E SE 
阵 ,还 是 Hurwitz 矩阵 ,都 要 同时 验证 个 行列 式 的 符号 ,这 是 元 
繁 的 ,现在 介绍 一 个 方法 ,只 需 验证 这 п 个 行列 式 的 最 后 一 个 ,其 
它 的 在 计算 最 后 一 个 行列 式 时 顺便 地 、 附 带 地 算出 来 了 ,可 见 它们 
与 最 后 一 个 行列 式 不 完全 是 独立 的 。 | 

ЖХ 1.5.2 行列 式 的 某 行 [ 列 ] 乘 以 一 个 正 数 ,或 某 行 [ 列 ] . 
乘 以 任意 数 加 到 另 一 行 [ 列 ] 的 变化 称 为 行列 式 的 保 号 变换 。 

显然 ,总 可 以 通过 行列 式 的 保 号 变化 将 一 个 行列 式 三 角 化 , 即 


ay, an Qin 


АТ t2 ©] 通过 一 系列 保 号 变换 一 


Qnt Ann 

bu бу … bin 
0 62 боп | det | г 

Ві 或 通过 一 系列 保 号 变换 一 
0 Ban 

Ci 0 0 

“н е2 | CI 

Cnl ”Can | 
定理 1.5.1 1) 设 A=A', 将 |A| 通 过 一 系列 保 号 变换 化 为 

1B| 或 |C|, 则 


A 正定 [ 半 正 定 ], 当 目 仅 当 
b;; > 0 (或 C;; > 0) 
[6,220 Mc, 220] 1 = 1,2,: n 
A 负 定 [ 半 负 定 ], 当 且 仅 当 
bi <0 (或 ci < 0) 
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[bu < 0 或 cj < 0] i = 1,2,,n 


2) 设 oz >0,а„<0 1ZJ,i,J=1,2, n, A 为 M ЖЕЕ, 4 
HAN b; 0[ 或 cai>0],i=1,2,.…,n 


3) 4 а; 20, (А) =a" +а, 1А" | +e +a, +a,i=1,2, 


“ny Hurwitz 多 项 式 , 当 且 仅 当 
al ag 0 vee 0 
аз аә ... 
A,-1 = : : 用 保 号 变换 一 
@»-3 
@2һ-3 a,-1 
bn се b,-1 
0 ё» 
或 用 保 号 变换 一 
0 ` 0 Bn-1n-1i 
Cil 0 0 0 
C21 C22 
Cal U 77° Cp tt 


Ж. b; >0[ e; >0],1=1,з,п-1 


证 : 仅 证 А = AT 时 ,A 正定 的 情况 ,其 它 是 类 似 的 , 故 略 。 
因为 | 


а © Qin 
: ап ар . . . 
АЛЕЖ Өвац >0， >0,-- : : >0, 
421 422 
Unl ` Am 
ај &12 
H au > 0 TH bu > 0, 由 > 0, 可 知 
а an 
Ón by bi буу 
| >0, 故 由 ail >0 与 >0, 可 推 知 by >0. 
0 bo 0 22 ` 


类 似 地 可 推 知 


— — usa 
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b; > 0 (2 = 1,2, 


反之 ,由 b; >0 (i 二 1,2,…,n) 可 推 知 
AŠ >0, л, Yi>o 
0 byv 
_ buy U bi, 
A, = '. :|>0 
0 ‘Dan 
进而 可 推 知 
a a 
Aitan>0, ll! Pioo 
а 422 
an Bin 
A, = >0 
Gin а пд 
4 -1 -2 -3 
-1 3 -2 -1 
fll 验证 A=| 1 为 M Se. 
> ~1 4 0 


0 -1 -1 5 
显然 ,oz >0,4a; 50,17) ,但 不 是 对 角 占 优 的 。 


用 上 述 方法 来 验证 。 
4 -1 -2 -3 
-1 3 -2 -1 

A= -1 -1 4 © | 用 2 乘 第 3 行 减 去 第 2 行 

`> Pr wasa 1 £T 

0 -1 -1 5 以 4 乘 第 217018 1 47 
4 x | 
0 -10 -7 
0 -5 10 第 3 行 减 去 5 乘 第 4 行 ， 
0 -1 -1 5 以 11 乘 第 4 行 加 第 2 行 
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11 x x | 用 3 乘 第 3 列 
15 一 24 1 
в Jo 882 4 Bl 


4 
0 
0 
0 0 -21 4 
4 x x x 
0 11 x> * 
0 0 5 -1 用 乘 第 4 列 加 到 第 3 列 
0 0 一 7 I 
4 x x x 
0 1 x + 
а 
= = B 
Do 3 a |B| 


00 0 2 
显然 ,矩阵 B 的 主 对 角 线 元 素 全 大 于 零 , 故 A 为 M 和 矩阵。 
Ë “行列 式 中 打 * 的 元 素 表示 没有 必要 再 写 出 ,因为 下 一 步 
符号 的 计算 ,已 没有 任何 作用 ,因此 , 当 а (123) ЧАТ, a5 
的 作用 就 完成 了 ,可 以 弃 之 。 


第 二 章 ”党 微分 方程 动力 系统 


Ляпунов 稳定 性 理论 最 早 在 微分 方程 中 建立 (1892 年 ) ,本 
章 首 先 介绍 Лапунов 稳定 性 经 典 理 论 的 稳定 性 定理 、 渐 近 稳定 性 
定理 \ 不 稳定 性 定理 及 近代 证 法 。 这 是 稳定 性 理论 奠基 性 的 工作 ， 
然后 介绍 这 些 基 本 定理 的 某 些 推 广 。 基 本 定理 的 逆 定 理 , 则 仅 指 
出 参考 文献 , 略 去 证 明 。 


$1 Ляпунов 稳定 性 定理 


考虑 一 般 л 维 非 自治 常 微分 方程 组 f 
| а = f(z,x) (2.1-1) 


хЄ К" ,/(х)ЄС[1х R*, R], H. f(t,0)=0, f 保证 方程 (2.1- 
1) 解 的 唯一 性 , 令 Gp= i(t, x), t >to, | x | <Hto 
EA 2.1.11 Жїк G 上 存在 正定 函数 V(t ,x) 使 得 


dV ау ,9V 
qr lea = 5, t 2) ах) 0 (2.1-2) 


则 (2.1-1) 式 的 零 解 x=0 稳定 。 
证 :由 V(z,x) 正 定 知 存在 ol lx CK ,使 得 
Ф(1 x | )< V(z,x) - (2.1-3) 
Ve>0(0<e<H), 2 2010,6) HF У(›,0)=0 K Vit, x) WE 
续 性 , 知 当 | Xo | <üà(to, 6) NA 
Vito, х0) <= 
4 x(t) Z x(t, t,x) HH (2.1-2)(2.1-3) RA 
ф( || x(t) S V(z,x(t)) < Veto, хо) < gle) 
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AN e€ K KA : 
(| x(z)]) <e t >to 
Bl x =0 稳定 。 
Ж 定理 2.1.1 是 可 逆 的 ,参见 文献 [37]。 
fll V(t,x) 正 定 的 定义 如 换 为 


V(t,x)>0 x= 0 
则 定理 2.1.1 结论 一 般 不 成 立 。 
例如 
ағ] 1 
dt 27! 
dzz 1 
а 222 


通 解 为 zi = 20026-40) ‚22 = 210206750 ,显然 零 解 不 稳定 ,但 
te V = e 2: (z1 + х5), WA 

V(t,x) > 0,х 40, dV =e (at + z) <0 

MWS V = (22+ r3)e = c, WA xi + х5 = ce", 

不 难看 出 等 值 曲 线 У = с 以 e*! 的 速度 增长 离开 原点 ; 轨 线 以 
ey: 的 速度 增长 离开 原点 , 故 V (1,x) 正 定 的 定义 不 能 换 成 V (z, 
x)>0,x=0, 

定理 2.1.2[8] 车 在 Ga 上 存在 具有 无 穷 小 上 界 的 正定 函数 
V(t ,x), 使 得 | 

dv lean SO 

则 (2.1-1) 式 的 零 解 x =0 一 致 稳定 。 

证 :由 假设 , 知 存在 pl ,woE 天 ,使 得 在 Gy 内 有 

Ф011) < У(,х) < p(x) 

Ve>Ole<H) Ж 5= o, (o i(e)), ATA e= фү!(ф›(д)) , 故 
A о (| x (2) | )< V (2, x (2) < V (to, хо) < 
pal | xo || )< (5), М || xo 1 < 8, Ж | x(t) 1 < ег. Ce 
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(8))=є(т2®цу)% 5 to 无 关 , 从 而 (2.,1-1) 式 的 x=0 一 致 稳定 。 
Ж 定理 2.1.2 40170197), 


$2 Ляпунов 渐 近 稳定 性 定理 


定理 2.2.1(8,' Жук Gy LAE RADA) LAW Ee A 
Ж У(ї,х), ва lot) Re, 则 (2.1-1) 式 的 零 解 是 一 致 渐 近 
证 : 因 定 理 2.2.1 的 条 件 蕴涵 定理 2.1.2 的 条 件 , 故 只 需 证 x 
=0 一 致 吸引 , 令 = Viz) 2 V(t, x(2)) 
由 条 件 知 存在 91,¢2,93€ K ,使 得 
pi x)) V(z,x) < po || x ||) 


le < ga lx |) 


<- palpi (VG) < 0 (2.2-1) 
veo 一 dV YN 
ДИЛЕ ~ (2 to) А 
pe av, 
Vit) 3 GIV) > 
Ve>0,e<H, Al 


gi( x(t) Il) < VG) Š V(z,x(z)) 
及 V(to) 达 po( || ху || 2H) , 便 有 
ion dV _ pe dV 
gle palpa (V) Jelah plp (VE) 


“|” dV 
oe) plp (VD) 
ус) dV 
> 
>|. es(@> ( V (z)2)) =! 
924) dV 
ote) plp (VG) 


取 T= T(e,H) > | 
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@ (e) dV _ _ ?2(H) dV 
inn D 3(p2'(V(t))) mt bo J. pa(p2 (V(t))) 
>t-— t — T>0 


这 就 可 推出 
gi( ll x(t) 1) < pile) tt) + Tle,H) 

HF T= Т(е,Н) У to, хо 都 无 关 , 故 x=0 是 一 致 吸引 的 ,从 而 
x =0 一 致 渐 近 稳定 。 

Ж 定理 2.2,1 也 可 道 [37]。 

” 注 在 定理 2.2.1 同样 的 条 件 下 ,JimayaozI1 只 证 明了 x =0 

是 渐 近 稳定 的 ,我 们 把 它 称 为 Ляпунов 渐 近 稳定 性 定理 。 

例 1 说 明 Ляпунов 渐 近 稳定 性 定理 不 可 逆 的 例子 


dr = 
dt +1 (2.2-2) 


(2.2-2) 式 的 通 解 为 200) = 40 хуэ0 р> +оо 
Ve>0, 取 3=s, 当 |zol<8, 有 jz(tj 委 jzolj<s。 故 z=0 
稳定 ,从 而 渐 近 稳定 。 
但 不 存在 具有 无 穷 小 上 界 的 V0) EARE. 
事实 上 , 若 不 然 , 设 存在 V(t,x) 和 pi pr pP € К WE 
ф(х |) < V(z,z)< p z 1) 
aY ery < ell z 1) 
一 方面 ,在 通 解 中 取 х0, 27 | хо! =@<Н 
当 ti=1+2to 时 ,有 Gutz) =з{үз уло у 
HA lalt torzo) 10960,8 У (г, к (т, 2020) 20, 
但 另 一 方面 
zi dV 


0< pl! zt) DS V(zti,z(t)) = V(zo,zo) + ш 
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< Vi to,x0) — p3(| r: 1D) (ti — to) 


< V(zo,z0) = psi È IC + to) 


Bl ty =142t9, 4 too AWB PEB – oo , 故 V (to, xo) > 
一 oo ,与 
ФС zo |) < V( to, zo) < @ə( zo |) < oo 


矛盾 , 故 说 明 不 存在 具有 无 穷 小 上 界 的 正定 函数 У (е, х) ,使 9 
人 负 定 ,从 而 Ляпунов 渐 近 稳定 性 定理 不 可 逆 。 
注 Masscral5- 举 了 一 个 例子 ， 说 明定 理 2.2.1 中 V (t,x) 
具有 无 穷 上 界 的 假设 是 重要 的 ,但 加 了 无 穷 小 上 界 的 条 件 , 则 保 
证 了 一 致 浙 近 稳定 , 故 对 渐 近 稳定 ,条 件 还 可 以 减弱 。 
定理 2.2.2 若 在 Он 上 存在 具有 无 穷 上 界 的 无 限 大 正定 函 


EVG, x) EASY |o. 0 是 负 定 的 , 则 (2.1-1) 式 的 零 解 x= 0 
是 全 局 一 致 浙 近 稳定 的 。 

证 :其 证 明 方法 与 定理 2.2.1 的 证 法 相似 , 故 略 ,详细 证 明 留 
给 读者 。 
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下 面 来 讨论 指数 稳定 性 ,这 是 一 种 最 好 的 稳定 性 , 解 收敛 于 平 
衡 位 置 的 速度 快 ,这 个 速度 在 控制 论 中 被 称 为 过 渡 过 程 的 品质 指 
标 。 

定义 2.3.1[16 R pl, me K BEE p>0,VrE [0,4], 
J ky >0,k, >0, IE 

kigilr) < g(r) Skog (r) (2.3-1) 

称 pl ,p BA RARER, e Vr C [0, + co) ,(2.3-1) 式 成 
立 , 称 91,9. 具有 全 局 同 级 增 势 。 

定理 2.3.1 若 在 Gy 上 存在 V(z,x) 与 上 x | RARAY 


20 


势 ,a >0 及 具有 局 部 同 级 增 势 的 pl(r),pz(r),9p3(r)E 天 ,使 得 
Ф 1х1) < V(:,x) < g(x) (2.3-2) 


dV 
dt laap «= pCl x ||) (2.3-3) 


则 (2.1-1) 式 的 x=0 是 指数 稳定 的 。 
证 :由 于 фә 与 pa 具有 同 级 增 势 , 故 存 在 Е >0 使 之 有 


dV ~ 一 一 一 
dt сар з |x S- ki ll x ll S-k Vt, x) 


(2.3-4) 
由 (2.3-4) 式 有 
V(t, x(t)) < Vito хо)е ho 
进而 有 pi( Il x(z) ||) V(z,x(t))=< gal | xo || )e hr) ,由 
于 91,02 5 || x 1° 具有 同 级 增 势 , 故 存在 1, >0,1,>0, E 
HCl x(t) O Sp x(£) SVG, x(t) 
<q || хо е6) 


最 后 有 
а\\/а р k 
со (21817) асна мое FO 
1 


: (2.3-5) 
此 式 说 明了 (2.1-1) 式 的 x =0 指数 稳定 。 

注 将 定理 2.3.1 中 的 Gp HH IX К", фу, EK BA фі, 
ФС KR, 其它 条 件 不 变 , 则 (2.1-1) 式 的 x=0 是 全 局 指数 稳定 
的 ,请 读者 作为 练习 完成 证 明 。 

Ж ppop 与 上 x 上 "具有 同 级 增 势 ,这 条 件 是 重要 的 。 

例 1 dz- - z? 

显然 , 零 解 一 致 渐 近 稳定 , 通 解 为 : 

x(t) = zos 11+ 2x8 — to) ] 
故 工 =0 不 是 指数 稳定 的 。 
若 令 V=e 12 V(0) 
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则 Y ал) = -2V 


BRAS 10121) = 0121) =e”, gel) =2e 1⁄2 
它们 都 具有 同 级 增 势 ,但 找 不 到 a >0, 使 得 pl 与 上 x 1° 具有 同 
级 增 势 。 

可 以 证 明 ,定理 2.3.1 与 下 列 定理 2.3.2 等 价 。 

EH 2.3.2 Ж Сн 上 存在 V(t,x) ,及 常数 cl 过 1,cz>0， 
使 得 

lx] <VG@,x)<e, lix || 


IY <- calx 


则 (2.1-1) 式 的 零 解 x=0 指数 稳定 。 
请 读者 作为 练习 完成 证 明 。 
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下 面 介绍 不 稳定 性 的 经 典 结果 。 

定理 2.4.1 Четаев RE Gp 存在 可 微 函 数 V(tx), 具 有 Y ` 
(1,0) =0, #: 

LX 2210 在 原点 任意 邻 域内 ,有 V >0 的 区 域 。 

2) 在 区 域 V >0 Nñ V(z,x) 有 界 。 


3) 在 V>0 中 ,入 Аа LD 正定 (好 Ye >0, 1120 WBE V 


之 e >0 中 ， ae Vio }-®1>0, 1210), 则 (2 . 1- DARJ x= 0 不 


稳定 。 | 

Ш: 0 є >0,0<є<Н,ФШЕЗ ху 不论 || хо | 多 小 , 解 x (z) 
总 会 越 出 x 让 <e ,事实 上 ,在 V>0 区 域 中 , 任 取 xo fË || xo | 
<1, В V(zo,Xo)>0, 由 条 件 1), 这 是 可 能 的 ,又 因为 


av ола) > 0 (z Z to) 
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BA V(t,x(t,t9,xX0)) => V (то, xo) > №0 
Ax (2) ЕН | x || 委 s, 则 将 一 直 位 于 区 域 V(1,x)>0 中 ,由 
条 件 3) ,存在 ! >0, 使 得 
| dV(t,x(to)) 
> >0 


BE V(t,x(2)) = V(zo,xo) +] ЧҮ: > Уо) + 1G = 
to) M1221,V(t,x(4)) 可 任意 大 ,与 条 件 2) 矛 盾 , 故 x (ae 
越 出 | Xo | «е, 

下 面 证 明 Ляпунов 两 个 不 稳定 性 定理 都 是 Четаев 定理 的 特 
例 。 

推论 2.4.1 Ляпунов 第 一 不 稳定 性 定理 上 

车 存在 定义 在 Gy 上 的 可 微 函 数 Y(z,xr),V(t,0)=0 使 得 

1) 定 理 2.4.1 的 条 件 1) 成 立 (原点 的 任何 邻 域内 存在 xo, 使 
ү(20,х0) >20). 

2)V 具有 无 穷 小 上 界 。 

з) |a DES, 

则 (2.1-1) 式 的 零 解 不 稳定 。 

证 :因为 lim Vi,x)=0, 故 Ve>0， Jae), 4 |х || <8, 
AlV(t,x)|<e (22270), AMER ABM Os = (х, || x | 
<f| 与 V>0 的 交集 内 V, AF, 定理 2.4.1 条 件 2) 
Wo | 

因为 存在 正定 函数 Wa), iY 1o 1. W(x), t 


Ve>0,# V=e PHA || x | >ë, 
l= inf W(x) >0 


é< || x | <H 
sid LS 1>0, BIE v>0 PSY Еж, 2.4.1 条 件 全 满足 ， 
故 结论 真 。 
推论 2.4.2 Ляпунов 第 二 不 稳定 性 定理 中 
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若 存 在 定义 在 Сн 上 的 可 微 函 数 V(t,x) 使 得 
1) 在 原点 任意 邻 域内 有 V>0 的 区 域 。 
Бунт. || x i| <H RER. 


з)%У T Vern AaV+ W(t,x) ФАРО, W(t, x) 20, > 
io, 则 (2.1-1) 式 的 零 解 不 稳定 。 
证 :条 件 1) ,2) 列 涵 定 理 2.4.1 的 条 件 1) ,2) 成 立 。 


现 取 Ye >O,R (=) =Ac FE VZ: 上 有 


dV 
dt 


БАЛ AE 2.4.1 中 条 件 3) ,这 样 定 理 2.4.1 条 件 全 满 
是 ,从 而 结论 成 立 。 

定理 2.4.2 ” 设 存 在 定义 于 Gy 上 的 连续 可 微 函 数 V (t,x) 
满足 : 


1) 当 :固定 时 , V (z (SY lea D IER. 

2) 存 在 a>0,Ve>0, IT Tle) >0, хо, || xo | = а, 18 
У(Т,хо)< 

则 (2.1-1) 式 的 x=0 不 稳定 。 

ФЕ: ”用 反 证 法 , 设 (2.1-1) 式 的 x=0 稳 定 , 则 对 Ya>0,36 
=6(a)>0, 当 || xo 上 <5 时 ,有 

l xlt, toxo) Il? < a (tÈ ty) 

因 对 固定 的 1, V(t х) EE, М || x | SOR, FE 1>0, 
使 V (to, x)= >0。 

取 0<e<i, 按 条 件 有 x 及 T 之 to0, 当 上 x || =a 时 有 

V(t,x)<e 

Ё xp=x(t,t9,2%0), || хт |?= а, хо= х(го, Т, хт), 

BY, LA | xo 125, BMF 1 xo | <0 有 
a= |x 12 = | x(T,to xo) 12 <a 

FA, V( to, xo )2l>e>0 


> де >0 
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但 由 于 9* >0, 从 而 有 
e < I< V(t,x < V(T,x(T,to,xo)) < є 
又 导出 矛盾 ,从 而 (2.1-1) 式 的 零 解 x =0 不 稳定 。 
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本 节 介 绍 Ляпунов 稳定 性 基本 定理 的 某 些 推广 ,有 些 是 将 基 
本 定理 中 的 条 件 减 弱 , 有 些 是 换 成 其 它 条 件 。 

MarmaaL3] 曾 给 出 一 个 稳定 性 定理 , 若 在 Gy 上 存在 具有 无 穷 
小 上 界 的 正定 函数 V(:,x) 和 负 定 函数 Vi(t,Y) ,使 在 任何 固定 
bh O<A< | x | < <H h,#8 


tim (SY - V.) = 0 (2.5-1) 
则 (2.1-1) 式 的 =0 不 稳定 。 
现 介绍 下 面 改 进 的 Малкин 稳定 性 定理 [37 1 ° 
定理 2.5.1 AEG, 内 存在 具有 无 穷 小 上 办 的 正定 函数 
V(t ,x) 和 负 定 函数 Vi(t,z) ,使 在 任何 固定 域 0< 1 < | х l| 7 
<H'H,Vd>0,42* (8) 4 2: * NA 


у ор) < Vi x) + ó (2.5-2) 


则 (2.1-1) 式 的 x=0 稳定 。 
证 :由 定理 假设 和 存在 pl ,gz,93E 开 ,使 得 
р(х | SVC, x)<eoC x ll), МС, x) 
<—ф;(||х [),Ує>@ 


Ae, Чоу!(ф(є)),А © inf @s(| zl) 
PES 


取 $= 他 ,由 定理 条 件 知 在 区 域 


“< i| x || SH 
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Ve>0,32° (8), 4 22: * ,有 
SV |o < Vile x(t)) а ga (е) |) +8 
<- inf p3( Il x(t) || )+a=-4<0 (2.5-3) 
ee 
从 而 当 | xlt, охо) | = x(t") Il Sey, 222" A 
ga i x(t) | SVC. x EV x(t" )) 
<ф,( || x(z*) | )<e,(e) 
进而 有 | x(t) 1<фг:(ф(є1)) = є 
. Elto t” ] 上 ,利用 解 对 始 值 的 连续 依赖 性 ,只 要 || x, | < 
1, 就 有 x(1) 上 二 e1, 故 (2.1-1) 式 的 零 解 稳定 。 
注 此 定理 与 定理 2.1.1 不 同 之 处 是 允许 地 变 号 。 


Ж Ma 定理 条 件 (2.5-1) lim( SY - у) =0 等 价 于 


V6>0,31*(6), 当 zt 之 :* 有 
dV 


Vi(t;x) —_ ó < d: < Vilt.x) 十 人 
显然 此 不 等 式 左边 的 限制 量 是 多 余 的 。 
例 1 考虑 
dri _ 1 3 
+ 三 (hto | cost ‘(ana + ага) — 21 
(2.5-4) 
= = (Е + cost 一 | cost ааа + ant) — 23 


2 
Н. > акс; 兰 zTAz , 半 负 定 。 则 (2.5-4) 式 的 零 解 稳定 。 
i,j=1 
uE. V = (z+ 23) 
2 2 
V asos >r + cost 一 | cost |) >) aziz; 一 2%] 
i=1 a 


2 
= = + cost -| cost |)xTAx — Ух} 
1+1 Ti 
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“> 


一 на Vi 负 定 。 

dV 
dt 
HEAR lim (GY - №) = lim (1 + cost 一 [созі |) xTAx 不 存在 ,不 
满足 Малкин 定理 条 件 ,但 满足 定理 2.5.1 的 条 件 。 

下 面 介绍 自治 系统 稳定 性 的 结果 。 

设 (2.1-1) 式 为 自治 系统 , 即 f(t,x)= f(x), Ж Gn = lx, 
llx | <H}。 

E 2.5.20 车 存在 定义 于 Ср 上 的 正定 函数 V(x) Rik 
BUPA ret, Жал, = =0, HÆ N2 内 ,存在 9, = {x |0< r, — 
ф%<СУ(х)<зъ,ъ>0,Ё =1,2,--}, ИЕ 


= v + (| + cost — | cost 1) xTAx 


EF 


iain <0 r€ k= 1,2, 


则 (2.1-1) 式 的 零 解 稳定 。 
Е: Ye >0, 设 e<H, 令 


і = mf V(x) > 


因 limr =0, 故 存在 ko>0, Aaa # r,<1, Rk=kyo +1, 
fh Flim V(x) = 0, 故 对 ri >0, 3 0<2<е, 4 1х | <8 & 
V(x) < тр Th 
取 始 值 x(to)=xo, | xo Il <8, SE |l x(z) Il <e, 4 ttoo 
反 证 : 若 不 然 , 由 解 的 连续 性 , 当 0<z- ty) <1 N, A | x(t) || 
LEvo 
ПЕ, АГЕН г" 1 (5) | =, 从 而 由 连续 
BRIS AY rB TEB ALD FE „>>, 使 得 
V(x,t1) = rš т 
VEG) = 
于 是 一 方面 有 
V(x(t1)) < V(x(#2)) 
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另 一 方面 ,在 r; - << V(x)<cr; F AA 
a (21-1) < 0 
Ж VODI, АЙ УСС) СУ Се (ал) „РАЧЕВА Т 
x=0 的 稳定 性 。 
此 定理 的 特点 是 允许 在 ®, Б, Уле, 


例 2 考虑 下 列 系统 零 解 的 稳定 性 


dz =- r(x? + y2)[1 — cosin(x? + >?) 

— sinin(x? + у2)] 34 z? + у? 40 
ч =— у(х? + y2)[1 — cosln(z2 + у?) — sinln(x? + y*)] 
de -Uo 34 z? + у? = 0 


(2.5-5) 
S V=r’ +y MA 


у = – 2(2? + у2)11 — J 2sin(7 + In( x? + у2))] 


ЕЕ: - -z я 
Or = ?” 4>0, m=e 20 (6754-е 2) 


Щр оо, e740, WV <o, 当 eir? + 2 < 


e-2ir -4 时 , 故 (2.5-5) 式 的 zx=y=0 稳 定 。 
下 面 给 出 一 致 稳定 性 定理 的 推广 -41 。 
定理 2.5.3 A Gy 上 存在 可 微 函 数 V(t,x) 和 可 微 正定 
函数 W(x) 及 单调 不 减 函 数 9(: ) ,具有 9(to)=1, 使 得 
V(t,x) — OW(x) “U(1,x) 
和 av lan < 0 qu lo.) 290 
则 (2.1-1) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 
А — _ V@,x(@)) 
їЁ:1)# V(z,x)- 0(:) W(x) =0, I W(x) = a(t)? 
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RIT loro SOHRE x(1),V (+，x(z)) 单 调 不 增 ,而 OC) 
单调 不 减 ,从 而 W(x(z)) 单 调 不 增 , 于 是 有 
заи) <0 
t = 


故 (2.1-1) 式 的 x=0 一 致 稳定 。 
ЭЖ V(t,x) -0(z)W(x)= U(t,x)Z0 ал020 
V(t,x)= V(z,x)— U(t, х) =0(t)W(x) 
故 V(z,x) – 0(z) (х) ==0 
dV (t,x) =3V (2, x)| _dU| 
dz di (QD qr Hatt 


lern” 
«Өд <0 


由 1) 的 证 明 ,可 知 (2.1-1) 式 的 x= 0 一致 稳定 。 
Ж 如 果 0(1) = + о, Ц гоо, Е 2.5.3 的 其 它 条 件 不 
变 ,(2.1-1) 式 的 x=0 还 是 吸引 的 。 
AAG V(t,x(t)) – 0(:) W(x(t))=0 
_ V(t,x(t)) 
W(x(t)) = ТФУ 


ay | а (2.1-1) 0 
可 知 pO x(t) DEWE) = У 
故 | x(t) | >0, М x=0 05]. 
辣 理 可 证 V(t ,x) 关 0 的 情况 。 
dz x т? т? 
例 3 т-у түү ite (2.5-6) 


Re A(t) =1+:, (х) = х2, V(t, 7)=0, Р 
О(г, х) = (1+2) 2? 


a 


== L? + 222 — 2z3 +2х* = z? + (- 2z + 2z2)z2 
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> r? —| 2z — 2z2 | z2 > 0 ҖЩ > = 0 
r€ (Q = [z l2z=-2z2 |< 1! 
定理 2.5.3 条 件 满足 , 故 (2.5-6) 式 的 x =0 一 致 稳定 , 且 吸 引 。 
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设 (2.1-1) 式 为 自治 系统 , 即 у(х) = f(x), B Gus lx, 
lx <H}。 

现在 介绍 著名 的 Красовский-Барбашин!!Ї? #197952 ЕЯ. 

EX 2.6.1 #Е={х,|х(т,гу,ху), tto] HUME, t= 
tox = хо, (2.1-1)5 К EF 3868; ж x90, Ж E 为 非 平凡 的 正 


RB x" € Gy ЭЛЕЕ x(t, to. x0) 8 о 极限 点 ,车 存在 
ДЕЙ} ER >o, 4 роо) 815 


х* = limx(t,t9,X0) 
1779 


记 Ot) 5 o 极限 点 组 成 的 集合 。 

# y=0 是 渐 近 稳定 的 , 则 x =0 BEER x(t, to, 
хо) (xo 在 吸收 区 域内 ) 的 о 极限 点 。 

引 理 2.6.1 hx E x(t, го, хо) h9 о RRA, x(z,to, 
x”) 的 正 半 轨 线 上 的 点 都 是 x(t, to xo) hi w 极限 点 ,从 而 Q 是 
由 整 条 轨 线 组 成 。 

证 :由 假设 ,存在 {zi,1 一 使 得 

x" = limx(t,, t0» X0) 
设 x(r,in,xz*) 是 过 x“* 轨 线 上 的 任意 点 ,由 自治 系统 解 的 性 质 有 
x(t, + t,to, Xo) = X(T,to,x(t,, to, X0)) 
又 由 解 对 始 值 的 连续 依赖 性 , 故 有 
limx(t, +T, to Xo) = limx(r,to,x(2,, to; xo)) = x(r,to,x `) 
EB х (с, гох HEE x(t, го, хо) о 极限 点 。 
定理 2.6.1 EE Gy 上 存在 正定 可 微 函 数 V(x) ,使 得 
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dV 
‘dp (2-1-1) <0 


而 集合 M= bx EY | 65.1.1) =0,8 € Gul BR x =0 外 ,不 合 非 零 解 
的 正 半 雪线 , 则 (2.1-1) 式 零 解 浙 近 稳定 。 
证 :根据 定理 2.1.1 知 (2.1-1) 式 的 x=0 稳 定 。 
Ve>0,(0<e<H) 36(e)>0, 当 | xo || <5, 有 
|l х(2,20,х0) | <e<H 
由 Weierstrass Ж PA EJE x(t, to хо) о 极限 集 Q2(xo) 非 空 且 
有 界 。 
AE Q(xo) = 10], BAR, A dt) 4 n>, t >o ,使 得 
limx(#,, to» Xo) =x" Z 0 (2.6-1) 
由 条 件 有 
lmV(x(z,to,x0)) = V(x*) >0 (2.6-2) 
考虑 过 (to,x*) 的 轨 线 x(t, to х“) WA 
V(x(1,t9,2")) < V(x*) 
aM t 之 to 故 有 
V(x(t,to,x*)) = V(x") 


于 是 有 ony =0 
则 非 零 解 整 条 正 半 轨 线 x(z ,zo,x* )CM ,与 假设 矛盾 ,于 是 存在 
11210,1 
V(x(t, to x *)) < V(x") 
HEI 2.6.14 Угу >to x(t, tox" FE x(t, to, хо) о 
BRA, MEL tio noo), В 
limx(t, ,tosX0) = X(t1,to,x") 
BA lim V(x(tn,t0, x0)) = V(x(t1,t9,x*)) < V(x") 
| (2.6-3) 
这 与 (2.6-2) 式 矛盾 , 故 О = (01,80 
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limx(t, to, Xo) = m x(z,to, xo) = limx(z, tg, Xo) =0 
n— oo — t—o 


例 1 SRRA DEH БКБ Roa BREE. 

dg , Hdg 

d? m de 

AP H 表示 阻尼 , 表示 质量 ,/ эшк, g 是 重力 加 速度 , 令 
=9py=2, 则 (2.6-4) 式 化 为 下 列 方程 组 


十 Tsing = 0 (2.6-4) 


(2.6-5) 
ad. F sing -my 


取 У(2,5)= 52+ (1— cose) 当 0<z<2r 时 ,V(x,y) 


正定 。 

ду 102.1-1) = vy + Yr- F sin _ Н] = Ну <0 
AAV 0, M=1y|y=0| 不 含 非 零 的 正 半 轨 线 , 故 零 解 浙 近 稳 
定 。 


Ф: Gy 改 为 R", 便 有 : 
定理 2.6.2 Кеи V(x)EC(R", RI, 


any leap, HRA м=|х|%У dt Vea. р=0!, # х= 0 外 不 含 
(2.1-1) 式 的 整 条 正 半 轨 线 , 则 (2.1- 1) 式 的 零 解 全 局 稳定 。 

证 :由 条 件 YxoER" 有 

V(x(t,to,x0)) < V(xo) 

YM>0, IR, | х 1222,6 У(х)22 М, V(x)< V (xo) 
必 存 在 r>0,48 || x | <>, AW x(t, to хо) ВР К" 中 一 紧 集 之 
中 , 仿 定理 2.6.1, 可 证 lim x (7,20, хо) =0, JANG (2. 1-1) AB x 
=0 全 局 稳定 。 

例 2 考虑 系统 
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dz _ 

dt > 

dy _ 

d? > f(z) 一 ay (2.6-6) 
dz 


dz 二 一 g(x) 一 by 
AP 00) = ¢(0) =0,a >0,6>0, р(х) ЄС, (х) ЄС, B 1) 
rg (2) >0, 4 rA032) ef (ze) >0, 4 zZ0;3)g (2) <ab, 4 х5 
0; 4) V(z,y,z) = a| g(x)dx + ye(ax) + [Fedde +2232 
无 穷 大 正定 的 。 
虽 (2.6-6) 式 的 零 解 z = 0 全 局 稳定 。 

W: $ M(xz,y) # al" s(z)dz + ye(x) + by 

Z Сбх) + уе(х) + by(y) 


[2V53Cy) + Te(z) 了 


4 убу) 
А 4aG(x) у(у) - 5 ex) 0.6.7) 
4 убу) ` 
其 中 y= Ly 
令 


V(z,y) Š4aG(z)y(y) — 10:0) 
det 人 > g(x) 
saf g(x) |а - ]ydy idz 
由 条 件 1)、3) 知 V(x,y) 正 定 , 这 就 蕴涵 М(х, у)ІЕЖ 
ду let) = у?Ї а (т) — ab] < 0 
集合 y=0 不 含 (2.6-6) 式 的 非 零 的 整 条 正 半 轨 线 , 故 (2.6-6) 式 
的 x=0 全 局 稳定 。 
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87 推广 的 Marckhoff Ж 


下 面 介绍 一 个 推广 Marckhoff 定理 的 一 个 结果 。 

EE 2.7.1574] 车 (2.1-1) 式 在 Gy 上 满足 : 

1) 存 在 正定 函数 W(x) ,使 得 

W lern = 2) GEA) = Ges.) 

有 上 界 或 下 界 ; 

2) 存 在 正定 函数 V (i ,x) 使 得 

ay (2,1-1) 负 定 。 

则 非 自 治 系统 (2.1-1) 式 零 解 渐 近 稳定 。 

证 :由 条 件 2) 知 零 解 稳定 , 今 证 零 解吸 引 。 

先 考虑 内 积 (3 ,f(1,x)) 有 上 界 的 情况 。 


БЕЛЕ: Ж АШИ», ЖЕЛЕ}, „> + оо, (п + оо) Ж 
6>0,4 
| xr(t,, to: Xo) | 2 ё | (2.7-1) 
由 W(x) 的 正定 性 , 知 存在 $S>0, 使 对 一 切 m ,有 
W(x(tn, to,X0)) 2 ó 
又 由 假设 存在 常数 &>0, 使 得 
у lat) = (Ff, x) (2.7-2) 
、 8 
АЗЕ 1€ È ote A 
Wu) > Š x(t) = x(tyt9,X0) (2.7-3) 
着 不 然 , 必 存 在 tE ltn -各 ,tm], 使 得 


W(x(1)) <Š 
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由 中 值 定理 知 存在 t € (1 ta) ,使 得 
Š 
aw(x.t") - W(x(tm) = WOED 02, 
ó 


t, л ЭЕ 


(2.7-4) 
(2.7-4) 式 与 (2.7-2) 式 矛盾 , 故 (2.7-3) 式 成 立 。 
于 是 ,由 W(x) 正 定 , 知 存 在 у >0, 使 对 一 切 m 和 一 切 : € 


2 
[tm ap tml ,有 


Wx | 222>0 (2.7-5) 
Fe ДАЛЕ, ЯНЕ с >0, 使 得 
у leap < с 


对 一 切 tE [io - , tm Rar, 
不 妨 设 -È > 10, 且 上 述 如 区 间 互 不 相交 , 则 有 


V(tm) = У() -上 av ae < Du nat 


<- cm È —— co W m — oo 


2k 

与 V(i,z) 正 定 矛盾 , 故 (2.1-1) 式 的 x=0 吸引 ,从 而 渐 近 稳定 。 

对 于 内 积 (3 到 ,7(z,z)) 有 下 界 的 情况 ,证 明 类 似 , 故 略 。 

HEW 2.7.1 BP Marckhoff 定理 (14 

设 (2.1.1) 式 右 端 在 Gy EER, BE Gs 上 存在 正定 函数 
V(z,x), 使 得 虹 |621.1 负 定 , 则 (2.1-1) 式 的 x=0 浙 近 稳定 。 

Ж 定理 2.7.1 和 推论 2.7.1, 用 f(z,x) 的 某 种 有 界 性 来 代 
Ë V(t,x) 的 无 穷 小 上 界 ,可 见 V(t,x) 的 无 穷 小 上 界 对 渐 近 稳 
定 不 是 必要 的 。 
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il 1 
dz -zr љ-1 21 g 12 
‚% 1 +1 y 17У 
dy _ — y _ 2 2-1 2-1, L x (2.7-6) 
ld 1+p2 °* 一 ly + ary 


其 中 0<r 生 ti< +оо, т, н, 为 自然 数 。 

用 定理 2.7.1 证 明 (2.7-6) 式 的 零 解 渐 近 稳定 性 。 

证 : 作 V(z,z,y)= (1+0) (2 + ук) Dz + y, V 正定 ， 
但 不 具有 无 穷 小 上 界 。 


H z+ yA? # ate ) 时 ， 由 于 


AkO t Erh = 2k(1 + Т) (а? - y) 


+ 2k(1+ ty (at + у) 


= 281 +E) (2% — y) + e(a + y) 


故 有 
у O. 
ge LD = (z? ук) + 2A(1 +t) r+ 2 ly) 
2k 2k 
= (a + ук) +2a(1 + 2)[- ту; 


(kt rl) Rt) L 2 2k 2k 

t(x +y )+ ‚ХУ ] 
<(1-2k)(z2 + у) – 222(1+ е) 208770 
+ PED да+ Lary] 


<-(2k-1-k) (x + у) 
—2kr(1 + е) [20370 + у206+7-0] 


дле, 
再 定义 М(х,у) = х2 + у, (х, у)1ЕХ o 
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aw -1` -1: 
Сэт  f(t,z,y)) = 2k(z2EClry+ yy) 
2k 2k 
= 221 {<> — (green D 


_ 2 
+ у208+" Dy) + aay] 


4k 2k 
< oy < TQ” + 20)? 
< 


由 定理 2.7.1 H| 81(2.7-6)3KB х= y=0 УЖ АЕ 
ЖЕ 2.7.2 若 存 在 定义 于 Gy AW V(t, x), W(x), (2, 
x) EP W = W(x) 正 定 ,0(z,x) 非 负 关 于 r EH, O(t,x) > + 


关于 z AREG), XE la a. 0, (21-1) RFA 
x=0 渐 近 稳定 。 

证 :由 条 件 知 , 当 :六 1 HY, (1, x) 9004 ро) KF x — 
致 成 立 , 因而 У (2, x) >W (x), Wh V(r,x) EE (221), М 
-一 | <0 可 知 x=0 BE. 


由 W(x) 正 定 , 知 存在 gE€K, 使 W(x) 宇 p(x || ) 328 
涵 V(z,x(z)) 单 调 不 增 , 且 有 界 , 故 存在 常数 M >0, 使 得 
M> V(t,x(z))220(:,x(z))W(x(z)) 
7®0(т,х(т))ф( || x) ||) 


АШ pW) DS) 
Ve>0,g(e)>0,3]T, 当 :>T 时 ,有 


M 
A(t, x(t) > (ey) 


2k 4 
T 


M . 
Вр ple) >20 G)) 故 


g( i x(t) | )< (e) 
从 而 上 x(z) || <e, BD x =0 ATA AE. 
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Ш 定理 2.7.2 推广 了 deraestj 定 理 , 当 0(+,x) 三 9(:) 便 
是 Четаев 定理 。 


dz _ ke 
Bi 2 dt t+sinz (2.7-7) 
Ro V = (t +sinz)z2 0(t,z)= 2 + әіпл (0221) 
ау _ : 二 x 2 . x 
dt 2(z + sing )x(; + sin + 2°(1 + cos t+ sin) 
_ 45.2 204 _ ZEOT 
= 2 +z t sind) 


__ 2 TOST f 
= (1+ Тыл) SO, 0< |z! <1 


КОҢ | z | SHK, 222191, ERE 2.7.1 条 件 满足 , 故 (2.7-7) 式 
的 x=0 渐 近 稳 定 。 


88 推广 的 不 稳定 性 定理 


对 于 (2.1-1) 式 为 自治 系统 , 即 fr, х) =f (x), Сн = ix, 
Wx | < 有 下 列 推广 的 Ляпунов 不 稳定 性 定理 b9] ,介绍 这 个 
结果 之 前 , 先 介 绍 下 面 引 理 。 

引 理 2.8.1 若 在 Gu AERA PRR V(x), В 


a <o (2.8-1) 


则 任何 x (1, 60, хо), 4 1 一 吕 , 它 不 离开 区 域 G, 且 它 的 w 极限 集 
ОЕ ЖН У = Vo = const。 
证 : 设 xe € Gy FR y€ Q(xo), 于 是 存在 ty > © ,使 得 
y= lim x(t, ,%05X0) 
由 于 (2.8-1) 式 的 条 件 , 故 函数 V (x (2, 29, x0)) BAA FF, 
因此 存在 极限 


Vo= lim V( x(t, , to» X0)) 


由 V 的 连续 性 , 故 
V(y)= lim V(x(t,, to, x0)) 
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但 因为 VCz(z,t 如 ,xo)) 是 单调 不 增 有 下 界 , 从 而 
lim V(x(z,, tos x6)) = Vo 


故 对 于 任何 уЄ 0,79 V(y)= Vo, 这 就 说 明 所 有 极限 点 位 于 同一 
曲面 上 。 


8 2.8.19] 若 在 Gy 内 存在 V(x)， 具有 V(0) =0, 且 在 
x=0 的 任意 领 Др рч , Я хо, 使 V(xo) >0, ye И le. 1- 0220, AM 


= У OREO звале MI х=0 Ж 

证 :由 条 件 可 知 ,对 某 固 定 的 e>0, У5>0(2< е) 3х,ЄВ, 
“к lx <<61, 使 得 V(xo) = Vo>0, 又 由 V(x) 的 连续 性 及 
V (0) =0, WEE 9 ,0<9< 8,4 || x | < 之» 时 有 

| V(x) |< Vo 

PRUE x(z) Ž x(t, toxo) Е 1>to 某 时 刻 越 出 闭 区域 B。 2 |х: | 
| x [| <=] 

BARR DA 

lx) <e (E to) 


нау >>0 得 到 
V(x(z)) > V(xo) >0 (t > to) 
从 而 gS lh x(t) <s 
A x(t) 的 o 极限 集 非 空 , VyEO(xzo), 从 而 存在 序列 | т}, 
trr oC поо) 1% 
lim + (tn, 20,0) = y 
Raed Я 110220, Aü V(x(t)) 不 减 且 有 上 界 , 故 存在 极限 
Лт V(x(z)) =c>0 


由 V 的 连续 性 , 知 V(y)=c, 由 y 的 任意 性 ,在 11x) LAE = 
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0,Q2(xo) 是 由 整 条 正 半 轨 线 组 成 ,矛盾 , 故 x=0 不 稳定 。 
例 1 考虑 


блу _ 
dt 7 
А Í (2.8-2) 
2 =- z1 + 3(1 + x2)? x2 
的 零 解 的 稳定 性 。 
W V=2i+ x3 
av |= 6(1+ 23) 230 


АЗУ =0, 得 x) = 0, METI x (z) =0 
BAY = 0 除 零 解 外 ,不 合 方程 (2.8- гуана, MT 
хү=х›=0 ХЕ, 
定理 2.8.2 ЖИЕ Gy 上 存在 V(tx)EC [Ga,R], 具 有 
V(2,0) =0 (#4: 
DE 2 = 0 的 任意 邻 域 Be 内 ,有 V>0 的 区 域 。 
2) 在 V>0 内 了 有 界 , 且 有 


ЗУ ар >EV) + UG) - (2.8-3) 


其 中 ECEE + 加 任意 有 限 区 间 上 可 积 , 且 | EC) dt =+, 


g(V) 为 V 的 连续 函数 且 当 V>0 时 ,有 
g(V) >0,U(:,x)> 0 
则 (2.1-1) 式 的 x=0 不 稳定 。 
ШЕ: 由 条 件 1) 知 对 V6>0, 可 选取 (to,xo), 使 当 
l xo Il < 8, V(to,x0) = a > 0 
今 证 x(z,to,xo) 在 某 时 刻 ү 必 越 出 区 域 | x | <A<H, HAE 
2) 知 有 
V(t,x(z)) > V(to,x(to)) = a > 0 
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故 xlr, 70, x EE V>0 的 区 域内 ,不 能 越过 v = 0 的 边界 而 进 
人 其它 区 域 。 
设 在 12210,89 || x(t) | <A<H, HARE 2088 


dV 
‘dt loan 22 0) g(V) 


从 而 
V(z,x(t)) dV t N 
|... al >| 2004 > Het 
(2.8-4) 
故 Vir, xrl) + © A V(z,x(2))# V>0 KARET, 


故 必 在 某 时 刻 г H || x | <A, AT x =0 不 稳定 。 


例 2 
dz = rt 2 (x? + ay emt tty) + ye o | > 
dy _ sint 2_,cos( z+ y) И 
kk = te + уге t 20 

的 零 解 的 稳定 性 。 
证 令 V(z,y)=z+y, 则 V(xz,y) 的 正 区 域 为 
9= (120,х+у>0{ 
dV RE 
+(x + yes + КИ _ р 


# 9 hi ()®—1—>0, aj А = + оо, 


1+t т+1 
g(V) = = VeV = (x + y)2ecoe(z+y) >0 


1 
— 2 _ 
U(t,z,y) = y (1 у +1/6 


(z + yes < e >0 


故 根据 定理 2.8.2, 知 零 解 不 稳定 。 


Ф = 8 Ляпунов 直接 法 的 拓 广 


建立 在 能 量 函 数 基础 而 发 展 起 来 的 Ляпунов 直接 法 ,有 着 普 
遍 和 深刻 的 理论 意义 和 应 用 价值 ,不 仅仅 是 用 来 研究 Ляпунов 的 
稳定 性 ,而 且 要 研究 一 个 动力 系统 的 其 它 渐 近 行为 ,往往 都 可 以 借 
BAF Ляпунов 函数 及 直接 法 的 思想 ,本 章 对 常 微分 方程 动力 系统 
介绍 Ляпунов 直接 法 的 各 种 拓 广 ,如 LaSalle 不 变 原 理 、 比 较 原 
理 .Lagrange 稳 定性、 耗 散 性 、 收 敛 性 、 结 构 扰 动 下 的 Robust 稳定 
性 .有 界 性 、 实 用 稳定 、 相 对 稳定 、 集 合 稳定 ,非常 稳定 、 条 件 稳定 等 
内 容 。 


81 LaSalle 不 变 原理 [30] 


1960 年 前 后 美国 数学 家 LaSalle 发 现 了 Ляпунов 函数 与 
Birkoff 极限 集 之 间 的 内 在 联系 而 提出 了 著名 的 不 变 原 理 。 现 就 
常 微 自治 系统 介绍 相应 的 LaSalle 不 变 原理 。 考 虑 


AX Z flx) f(x) Є C[R",R] (3.1-1) 


SRE. 1-1) SCR EH 

EM 3.1.1 REA МСР" 为 (3.1-1) 式 定义 的 轨 线 的 正 向 
不 变 集 , 若 VxoE M THAT xlt, t9,x9)CM(t2 to), RH too 
Ef xlt, toxo) >M, Ж 3 pe M Alt, ~ © , (848 | x(2,,t0,X0) 一 
р 10,1020 t >, x (2, tos ху)> М, p H x (t, to хо) w 
极限 点 。 

引 理 3.1.1 # x(z,0,xzo) 对 一 切 220 有 界 , 则 x(z,0,xo) 
的 w 极限 点 组 成 的 Q(xo) 集 有 下 列 性 质 : 
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1) О(хо) IES; 

2) Q(xo) ЖЖЖ MARAE |; 

3) Q(xo) 是 (3.1-1) 式 的 轨 线 的 不 变 集 ; 

Д) 4 t+ co 时 ,x(ttoxo) 一 O(xo)。 

证 :1) 由 Weierstass 聚 点 原理 , 知 存 在 t, > + (n>), 
使 得 jim x (z,) = lim x(t, 0, x0) = x“ € Q (xo) 
故 Q(xo) 非 空 。 

2) Vip,}CQ( xo) ,使 得 p,>pC4 по), ЇЕ: 

рЄ0(хо), V e>0, 3 no 使 得 有 Pa € (xo), B. 

lp. ~ Pil <є22 
HEHE (tp), "q no, t, 70, 4n>1lA 
| x(t.) — р, < e ⁄2 

Юй | xG) - pil < IC) = p. Ë + Wp, - p < Ee 
由 于 = 的 任意 性 , 故 有 РЄ Q (хо), 这 就 证 明了 Q(xo) 是 有 界 闭 
集 ,从 而 是 紧 的 。 

3) V p€ Q(xo), MFE г, > (поо), 


lim x (z,,0,xo) = р 


由 解 的 唯一 性 有 
x(t + ty 90, х0) = х(2,0,х(2,,0,х0)) 
A lim x(t + 1„,0,ху) = x(t, top) 


Mim x(t, to,p)CA(x) 
即 Q(xo) 是 正 向 不 变 的 (还 可 证 明 是 负 向 不 变 的 )。 
4) PRUE: x(2,0,x9) Q(x), 用 反 证 法 ， 
若 不 然 , 设 t+, x(t) х Q(xo), 则 存在 eo>0, Y T>0, 
3t1*>T, 使 YpEQ(xo) 有 
lx(z*)—- pl >e 
故 存在 | | tr >, n>, 使 对 一 切 p€ 2(х,)Ж 
| x(z,) = pil Be 
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但 当 150. x(DBA, AMAJ x(t, BRA x" € (xo), В 
x(t,)>x" ,这 是 矛盾 的 , 引 理 获 证 。 

定理 3.1.1 (LaSalle 不 变 原理 ) 设 96 R" 为 紧 集 ,从 9 内 出 
发 的 解 x(:,0,xo) 恒 在 乡 中 , 若 3 V(x) ECL9,R), 4 


ду Іза) SO 
ХЕ = eI lor =0 XE 外 ,MCE 是 最 大 不 变 集 ， 
特别 地 若 M = {0} , 则 (3.1-1) 式 的 零 解 渐 近 稳定 。 
证 : 设 x (1,0,xo) 是 从 9 内 出 发 的 解 xo о 极限 集 为 


О(хо), 因为 时 vale 1- <0, 故 V(x( (z ) ) 单 调 不 增 ， 而 V(x(z)) 在 


紧 集 9 Like, 故 在 9 上 有 下 界 。 因 而 
lim V(x(z)) = Vo 


故 V 在 Q(x0) 上 有 V(x)= Vo= c, YEUN <9, дир 2 (2) 
En fi OLE PRISE CM, x2) > Bx (t)> 
М, 
这 个 定理 的 基本 思想 是 利用 解 的 w 极限 集 0 的 不 变性 来 确 
定 它 的 位 置 : 
QEMCECY 
在 一 些 具体 应 用 中 ,往往 作出 满足 定理 的 Ляпунов 函数 的 同 
时 ,也 给 出 了 集合 9, 我 们 可 以 定义 9 为 
GE {x | V(x) < ¿| 


зо WAM, НДЕ о EL <0, ДЫ {ЕГА 9 出 发 的 解 x(z) 恒 


停 为 在 9 中 。 于 是 有 : 
定理 3.1.2 HDS lx V(x) BARE, V(x) 在 多 中 
有 连续 的 一 阶 偏 导数 , HE 9 中 


dV 
df < <0 
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则 (3.1-1) 式 的 从 9 出 发 的 每 一 个 解 x(t, toxo) >M, т->оо 
(x C 9) ,其 中 M 的 含义 与 定理 3.1.1 中 定义 相同 。 
例 1 用 LaSalle 不 变 原理 讨论 方程 


— +a +br+2z22=0 (a >0,b >0)(3.1-2) 
dt“ dż 
BJ z =0 的 稳定 性 。 
先 化 为 方程 组 
dz _ y 
dz (3.1-3) 
dy = — bz - ay — х? 


1 1 1 
Area V(x,y) = bz +y y Tt yz 


如 图 3.1 所 示 , 作 下 列 有 界 闭 区 域 9 
1 
У<-уе 
Wi = х2- В 
W, = у + ах 2- aB В > 0 
ҮхоЄ9, 4 12210, SUE x(t, го, хо) 恒 停 留 在 9 内 。 


В 3-1 | 
若 不 然 , 设 解 x (1, to хо) 离开 9, 必 与 曲线 ABCD 或 直线 
AE DEARA, BAA [олз = 一 oy2<0, 当 > 天 0, 故 < 
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(1) 不 能 由 ABCD 曲 线 由 里 向 外 穿 出 。 

在 DE 上 ,因为 y>0 故 

“Gy lz=-8 = s= [т=-в=у>0, 5y#0 

轨 线 的 走向 是 从 左 到 右 , 即 从 外 到 里 。 

在 AE 上 ,因为 z<0 B -z=8+2-<8 当 y>=0 

024 0< 8<b 时 有 

b>B>-x b+x>0 当 y0 

pani = -х(Ь+х) >20 4 y40. 
因此 , 轨 线 走向 也 是 由 外 向 里 的 ,于 是 解 x (2, to xo) AF BE 
9 中 。 
X І ду =- ау? 


故 当 0<B<5， х(:)—>0,:—> со, }АЙП(3.1-3) з, B) И 
Eo ` 

LaSalle 不 变 原理 推广 了 自治 系统 的 Ляпунов 渐 近 稳定 性 定 
Ж į Красовский-Барбашин 定理 比较 ,前 者 理论 上 更 一 般 , 且 不 
要 求 V(x) 定 号 ,只 要 求 必 党 负 , 如 果 M= 101,001 x= 0 是 斯 近 
稳定 的 , 且 给 出 了 吸收 区 域 估 计 , 但 一 般 地 ,最 大 不 变 集 的 结构 可 
能 十 分 复杂 ,条 件 的 验证 不 如 Красовский-Барбашин 定理 条 件 来 
得 方便 。 


$2 比较 原理 [25,36.37,179] 


Ляпунов 直接 法 的 基本 定理 及 其 各 种 推广 解决 了 很 多 实际 问 


题 。 但 有 些 问 题 却 很 六 手 , 如 果 结 合 其 它 方法 , 则 可 相得益彰 。 其 


中 理论 上 最 完善 ,应 用 上 最 方便 的 是 比较 方法 ,或 称 为 比较 原理 ， 
先 从 一 个 简 例 来 说 明 这 种 方法 的 思想 实质 。 | 
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例如 系统 


d 
— = (—2 + оог) аф + (оог) х 


Дх» 


a = = (sint)x, + (— 2 + 4cost) x, 


(3.2-1) 


qv 103.21) = (-2 + 4cost ) zx? + (cost) 5122 
+ (sint) хухә + (— 2 + 4cost) х2 
显然 号 是 变 呈 的 。 


因此 ,不 能 用 前 面 讲 过 的 任何 方法 来 判定 稳定 性 ,但 如 果 变 为 
微分 不 等 式 
I <(- 2 + 4cost)<1 + xf + x3 + (— 2 + 4cost )zš 
< (— 1 + 4cost) V 
WA VG) < VG k M4894 ( 当 t > оо) (3.2-2) 
由 于 可 知 (3,2-1) 式 的 x=0 HIB, 


而 V( to Je lig doost at 
恰恰 是 微分 方程 
qY = (-1+ 405) У 
V(t) = Уб) 
的 解 。 


这 个 例子 启发 我 们 ,用 Ляпунов 函数 ,结合 微分 不 等 式 可 得 
到 关于 稳定 性 的 许多 更 一 般 的 结果 ,下 面 介绍 一 般 的 比较 方法 , 先 
叙述 两 条 引 理 。 

引 理 3.2.1 设 g(t)E C[I,R] 满足 

D* o(t)<f, p(t)) [Ds p(t) f(t, p(t)) ] (3.2-3) 
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可 设 Ф(:)[Ф(:) JA 


S£ = у.а) (3.2-4) 


过 (zio,xo) 的 右 行 最 大 [最 小 ] 解 , 则 成 立 下 列 不 等 式 : 
p(t) < H(t) Let) > Ф(:)] t+ ¿o (3.2-5) 
引 理 3.2.2 f(t, x PEFR RR: |; tol Sa, |z- zol 
委 上 连续 , 且 关 于 r 单调 不 减 ; 可 设 p(t) 61. tol «а 上 的 连 
BRK, A(t, p(2))CR Fpa) 满足 积分 不 等 式 


Р) + | rp(rD)dr (ot <tq th) 


lolt) хо +f f(r, 9(c)) ]dz 


ME p) SPU) [ф(г) 22 @(/)] (¿m= =< +В) 
其 中 B(z),@(z) 是 微分 方程 (3.2-4) 的 过 始 值 (z0, co HEME 
«Сто th 上 的 最 大 [最 小 ] 解 。 


о b) > = f 
而 h =min(a,7), т = max | f(z,x) | 


这 两 个 引 理 的 证 明 见 文献 [35、36]。 
考虑 л 维 非 自 治 系统 


Æ fx) (3.2-6) 


f(t, x) E CLIX Е", К" ) 保证 解 的 唯一 性 f(z ,0)=0. 
同时 考虑 纯 量 比较 方程 


du g(t,w) (3.2-7) 
其 中 g€ C[IxRt,R'] (2,0) =0 


(3.2-7) 式 的 初始 扰动 wy > 0. 
定理 3.2.1 [比较 原理 [5]] 若 存在 正定 函数 У(т,х)Є С[1 
x R”,R], V 关于 x 满足 局 部 Lipschitz 条 件 且 满足 
D* V lG.) g(t, V) 
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则 有 以 下 结论 。 
1) (3.2-7) 式 的 零 解 稳定 蕴涵 (3.2-6) 式 的 零 解 稳定 ; 
2) # V 还 具有 无 穷 小 上 界 , 则 (3.2-7) 式 的 零 解 一 致 稳定 蕴 
涵 (3.2-6) 式 的 零 解 一 致 稳定 ; 
3) (3.2-7) 式 的 零 解 渐 近 稳定 ,蕴涵 着 (3.2-6) 式 的 零 解 浙 近 
稳定 ; | 
4) # VV 还 有 无 穷 小 上 界 , 则 (3.2-7) 式 的 零 解 一 致 浙 近 稳 
定 , 列 涵 (3.2-6) 式 的 零 解 一 致 渐 近 稳定 ; 
5) 车 存在 a >0,6>0 使 得 
a || x |° < V(z,x) 
H Vv ARB) LA, WW (3.2-7) Ka SB SE, (3.2.6) 
式 的 零 解 指数 稳定 ; 
6) ETE p ,VE KR ,使 得 
e(| x] )< V(z,x) < 0( || x ll) 
则 (3.2-7) 式 的 零 解 全 局 一 致 浙 近 稳定 ,蕴涵 (3.2-6) 式 的 零 解 全 
局 一 致 渐 近 稳定 。 
WE: 1) 存在 PE 天 ,. 使 得 p( x | < V(z,x) 
Ve>0,Vt € 1,3432* (10,6) 20, 当 0<wo<6”, 有 
w(t, to, wo) < ple) 
可 因 V (2, х), V (1,0) =0, 故 对 上 述 的 8* ,6(zto,e), 当 
| Xo | <ë 时 ,有 
0 < Vito,x9) < 8 


由 D* V(t) 12.6) < g(t, V(t)) 
V(tosxo) = Vo 

和 比较 方程 
dw = g(t,w) 


w(to) = wo = Vo 


由 引 理 3.2.1 有 
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e(|]| x) l) V(z,x(t)) < wit, to, wo) < gle) 
从 而 1х0) ] <=, tE to 
故 (3.2-6) 式 的 零 解 稳定 。 

2) 由 条 件 知 存在 p, € R 使 得 

e(|]| x]Ë)=< V(z,x) < (К || x ||) 
Ve >0, 对 应 有 p(s)>0 对 此 ple), 36(e)2>0 ,只 要 | xo || < 
6, 就 有 wy ËV (toxo) SY | xoll )< ф(8(є))=8* 
从 而 当 0< zwo<8* , 就 有 
w(t,ty,wo) < ole) 

类 似 于 1) 的 证 明 有 
pCl l) S V(:,x(2)) S wlt, tow) < gle), tS to 
ЖООҢ || xoll <8), Æ lx) 1 <es,(3.2-6) 的 零 解 一 致 稳定 。 

3) 此 时 ,结论 1) 成 立 ,适当 地 选取 o (ty) 20, 当 0< wo< 
olto) 由 比较 方程 和 引 理 3.2.1 有 
ФО x(t) ||) < V(z,x(z)) < w(t, to, wo) > 0(4 t ++ оо) 
这 就 意味 着 x(1)->0 (4 z— + co), 故 (3.2-6) 式 的 零 解 渐 近 稳 
定 。 

4) RAAE 2) 成 立 ,又 因 上 比较 方程 的 零 解 一 致 渐 近 稳 
定 , 故 Ve>0,VtoE1,jwn>0 和 了 T(e)>0, 当 0<zo<7,t 之 可 
+T(e) A 

| 0 < w(t,to,wo) < ple) 
今 选 取 до, Wo» Хо 使 之 满足 
шо = V(to,xo) < @( || xo ll) < 008) < 7 

由 比较 引 理 3.2.1 有 i 

gix RV, rx)) S wlt, to, wo) < ple) 
从 而 | x(t) 1 < (4t>t)+ Т(є)) 
即 (3.2-6) 式 的 零 解 一 致 浙 近 稳定 。 

5) 由 于 (3.2-7) 式 的 零 解 指数 稳定 , 故 存在 a >0,Ye>0， 
了 7(s)>0, 34 0< < gle) ,(3.2-7) 式 的 解 有 
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w(t to, wo) «ее tC to (>ц) 
今 取 wo = V( to, хо) SHC || xoll) <y d(e))<y(e) 
由 引 理 3.2.1 有 
a( || x(z,to,xo)| )° < V(z,x(t)) < wlt, у, wo) < ee 7%) 


Вр | x(t,t0,x0) || < (e/a) Фе“) 
从 而 (3.2-6) 式 的 零 解 指数 稳定 。 

6) 在 此 条 件 下 ,2) 的 条 件 和 结论 均 成 立 , 故 (3.2-6) 式 的 零 解 
一 致 稳定 。 

今 证 (3.2-6) 式 的 解 一 致 有 界 , V r>0 对 应 Jy(r)>0, 因为 
(3.2-7) 式 的 关于 zo >0 的 解 一 致 有 界 , 故 当 wo< yw(r), 3B(r) 
>0, 使 得 

wht, tow) < B(r) 

BY || xo | <r 时 有 

wo = r(to,xo) < @( || xo |) < g(r) 
由 引 理 3.2.1 有 

p( | x(t, tos x0) | )«У(2,х(2, to0,x0) wlt, to, wo) <lr) 
AA e€ KR WA 
Il z(z,to,xo) | <ç '(B(r)) 2806) 

从 而 (3.2-6) 式 的 零 解 一 致 有 界 。 
再 证 (3.2-6) 式 零 解 的 一 致 吸引 。 | 

Ve>0,a>0,t9€ 1 A ole) >20, g(a) >0, EI Mike, а, 

I T(e,a) >20 4 0<+xo < Glo) teg+ Tle, a) 时 有 
w(t, to w) < ple) 
5% wo = V(to,x0) < ф( | xoll) < pla) 
由 比较 引 理 便 有 
Ф x(t,t9,x9) || < V(t, x(t)) < wt, to, wo) < gle) 
故 知 当 上 xo1 <a 有 
| х(2,20,х0) | < є (H t 之 10 + Т(є,а)) 
从 而 (3.2-6) 式 的 零 解 全 局 一 致 渐 近 稳定 。 
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定理 3.2.2 #/(т,х)ЄС[Сн,ЁЕ"]| ,g(t,u)ECIIX 
By R+], RY Bu=[0, H], BE Gy 上 存在 具有 无 穷 小 上 界 的 
函数 V(: ,x), 使 得 
D, V1.20 2 g(t, V) 
则 (3.2-7) 式 的 零 解 不 稳定 ,蕴涵 (3.2-6) 式 的 零 解 不 稳定 。 
证 :因为 V(z,x) 具有 无 穷 小 上 界 , 故 存在 gE K ,使 得 
g(x |) > V(z,x) 
又 因 (3.2-7) 式 的 零 解 不 稳定 , 故 3eo>0, VO>0, VEL, 
3121Ж 了 jwo>0, wo<d, 使 得 
w(t1,t0, wo) 之 pleg) 
今 取 wy = V(to, хо) 
于 是 由 引 理 3.2.1, 有 
ФОС) 1) > Viti (1) ) 2 wii,to, wo) > ple) 
从 而 хб) | Z eo 
即 (3.2-6) 式 零 解 不 稳定 。 


比较 原理 优越 性 是 放弃 了 人 负 定 、 半 负 定 这 些 要 求 ;缺点 是 


aS 的 不 等 式 的 放大 或 缩小 次 成 一 个 关于 (:,V ) 的 函数 


g(t, У), 有 时 不 太 可 能 。 若 可 能 , 则 要 丧失 许多 信息 ,为 了 充分 
发 挥 比较 法 的 优点 ,克服 缺点 ,人 们 还 在 不 断 发 展 这 种 方法 。 

Лялунов 直接 法 , 也 称 为 У 函数 法 , 它 远 不 只 用 于 研究 
Ляпунов 意义 下 的 稳定 ,还 可 以 用 于 研究 以 下 的 内 容 ,下 面 逐一 介 
绍 。 


уз ARNO FECT 


仍 考虑 З f(t,x) (3.3-1) 
Жр fC, x) © CTI X R", R"], 保 证 解 的 唯一 性 ,但 不 必 假 设 


”有 
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f(t ,0)=0, 
定义 3.3.1 称 (3.3-1) 式 的 每 一 个 解 x (t ,to,xo) 有 界 , 若 存 
在 常数 P(to,xo) >0, 使 得 
| y(z,to,xo) || < Со, xo), V xo € Е" 
若 Va>0, Vto€EI,3B(e)>0, VES, ё х, | x || <a! 


| x(z#,to,xo) | <8(a) (2210) 
则 称 (3.3-1) 式 的 解 一 致 有 界 。 

т (х |x llSk>0} А0, Р" 

定理 3.3.1 BE Ix (3 上 存在 函数 V(t,x) 和 gE KR 使 
得 

У(,х)2>ф(|х|) G.x)€ Ix G 

和 D* V(z,x) < 0 (3.3-2) 
则 (3.3-1) 式 的 任意 解 是 有 界 的 。 

证 :VY x € К", x(t, to, xp HE 0, 内 , 则 显然 是 有 界 的 ， 
若 存在 ty > to, fË x(tito хо) Е (内 , 则 令 x1=x(ti,to,x0), 于 
是 由 (3.3-2) 式 有 

e( | x(t) Il) < V(Gz,xi) < Vlei, xi) 

故 Пбх) | < 2 (V(u,xi) Z8(0,xi) = c 
从 而 (3.3-1) 式 的 解 是 有 界 的 。 


例 1 AO 1 + q(t)g(x)= 0 (3.3-3) 


其 中 p(t)ECLI,R] DECIR] g(x)€ C[R ,R ] 
且 满 足 
1) 0<4(#)<М 


_ a(t) 
2) p(t) 之 20 
3) | elede =+ % 
则 (3.3-3) 式 的 任意 解 z(z) 和 它 的 一 阶 导 数 (1) 都 是 有 界 的 。 
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‚ 证 :将 (3.3-3) 式 化 为 方程 组 


dz _ | 
d > 
т (3.3-4) 
=— p(t)g - q(t)g(z) 
作 V(z,x,y) = [elede + 5275 


根据 条 件 1) 有 
V(t,z,y) > | elede r 


= (х,у) 一 + eo (28 z2 + y? оо) 
故 存在 PE KR ,使 得 
V(z,z,y) > ф(х? + у?) 


D+ Vial) yD =e (aCe) y(t) +2698 - gle) 


2q2(t) 
=g(zG:))y() - 2 aOIl +q(z)g(z(0))| 
у2(:)9(2) 


See TB Leo + So 
故 xz(z) 和 y(z)= z(:)# I LAR. 
定理 3.3.2 若 在 Ix 08 LAE V(t, x) 
1) e (l x || )<V(t,x)<o (| x ||), p1, p2EKR 
2) D* V(z,x)1.3 y <0 
则 (3.3-1) 式 的 解 是 一 致 有 界 的 。 
HE: Ya>0 选取 B(a) 使 ps(a)< wg1(B) , 故 
VY xoES,= {х1 ll x | <a) ,由 条 件 有 
gi( | x(t) ||) < V(z,x(t,to,xo)) < V(to, xo) 
< ф›( || xo ||) < (а) < pl(p) 
BA | x(t,lo, Xo) | <В 
其 中 B 不 依赖 于 to,xo, 故 解 一 致 有 界 。 
例 2 考虑 方程 
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er 


TF + flask) SE + g(x) = p(t) (3.3.5) 
BD f(x,y), g(x) 对 所 有 变 元 连续 ; 
2) p(t) 1 ЕЖ,Н| 1 pe) 1 dz < o; 
3)f(z=,y)20 对 一 切 x,y 成 立 ; 
4)G(x)= glu)du > 0V x40 R rl, (а) +00, 
则 (3.3-5) 式 的 解 一 致 有 界 。 
证 : 先 化 为 方程 组 


{=> | (3.3-6) 
y=- f(z,y)y — у(х) + p(t) ~ 


取 Vz, y) = Vy? 4 2G(a -| | p(t) tds 
当 z2 + y222k22>1 时 有 


SVP FIG) < VG(r,z,y) S Vy: +2G(x) 


R dV | (3.3-6) = t  |g(z)y 
dt Jy? +2G(x) 


+ yl- flesy)y — g(x) + р()]} —1 p(t) 1<0 

故 由 定理 3.3.2 知 (3.3-5) 式 的 解 一 致 有 界 。 

下 面 介绍 关于 一 致 有 界 性 的 一 个 结果 。 - 

定理 3.3.3 设 存在 严格 单调 递增 序列 和 7] r>, 4 k> 
о, REFI зь, ОЭЗ КЕЛЕ Ж V (z ,x) 使 在 下 列 区 域 

D {5 | O< r, - p < V(t,x) Srl 
Ё = 1,2, 

上 满足 D* V(t,x) 1 (3.34) «0 
则 (3.3-1) 式 的 解 是 一 致 有 界 的 。 

证 : VEI, Ya>O, Vx €S, & {Х| ll x | <<! 

要 证 明了 (a) >a >0 使 得 || xC, toxo) | <P(a) 

因为 xoE S,,`4 || x || <a ,0<;- toK1, ll xlt, г, хо) || <a 
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用 反 证 法 , 设 x(: ,zo,xo) 无 界 , 必 存 在 1* 使 得 

| x(z* ,to,x9) | >1, 由 于 V(t,x) 是 无 穷 大 正定 函数 ， 
Ж V(t" ,x(t*,to,xo))>1, 由 V(t,x(t,to,x0)) At Е 
续 函 数 ,由 连续 函数 的 介 值 定理 知 存在 z< ii < +,< t" fl kola), 
使 得 


V(ti,x(ti,to,xo)) = ть? V(t2,x(t2, to, X0)) = Tk, 
BERA D’* Уз у50 
故 有 


Th = V(t2,x(t2,t0,40)) < V(ti,x(ti,tosxo)) = Tk, 一 Mh, 
这 是 矛盾 的 , 故 x(t,to.xo) 是 有 界 的 , 且 有 
V(t,x(t,to,x0)) < Аоба) 
因为 V(t,x) 为 无 穷 大 正定 函数 , 故 存在 pE KR 使 得 
Ф( || x(t, toxo) l|) < V(z,x(t,to,xo)) < kola) 
从 而 | x(t, tos xo) || < e (ko) EBla) 
即 (3.3-1) 式 的 任意 解 一 致 有 界 。 _ | 
推论 3.3.1 设 (3.3-1) 式 为 自治 系统 , 即 f(t,x) 三 f(x), 且 
存在 严格 单调 递增 正 数 序 列 | | т> + оо 和 正 数 序列 | | 及 无 
穷 大 正定 函数 V(x) 使 得 在 
9, 21x 10<n -nV Sn k=1,2, 


上 满足 р у(х) (3.3.1) < 0 

则 (3.3-1) 式 的 解 有 界 。 

例 3 dz = r 2.07 + y2)sin( x? + у?) 
d 72 


dr => + Zyl + y? )sin( z? + у?) 


作 v= (+), CRIN KIER EM 


| 7 Sx 
取 „2 +75 ъ= [7 re = = 2kn+ SE 
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Vas + (a? +y 


5 [2 


2)2sin( т? + у?) 


(22+ y2)sin( x? +92) +1]<0 
当 (z,y)E YË, y) lre- S< V(z,y)<,| 
故 例 3 的 任何 解 有 界 ， нау VER? 上 是 变 号 函数 。 可 见 对 有 界 性 
па Уналт, 


$4 ”系统 的 耗 散 性 [27'3 


本 节 利用 Ляпунов 函数 来 研究 系统 的 耗 散 性 ,这 是 一 种 很 重 
要 的 性质, 在 生态 系统 、 神 经 网 络 系统 中 有 重要 应 用 , 仍 考虑 (3.3- 
1) 式 。 

定义 3.4.1 若 存在 常数 B>0 对 (3.3- 1) 式 的 任意 入 x(t, 
10, Xo) ,存在 T(to,x9) 20, 4 t2to + Tin xO NA 

| x(t, toxo) | < B 
则 称 (3.3-1) 式 为 耗 散 系统 ,也 称 (3.3-1) 式 的 解 对 界限 B 毕竟 有 
界 。 

定义 3.4.2 ЖИЕК B>0, VipE I, Va>0, УхЄ5, 
“у lx ll<at, 3T(a)>0, 42+ Tla) 时 , 解 x(t, 20, 
хо) 满足 

| xlt, toxo) | < 8 
则 称 (3.3-1) 是 一 致 耗 散 的 ,也 称 (3.3-1) 式 的 解 对 界限 B 毕竟 一 
致 有 界 。 

有 些 著 作 中 把 毕竟 有 界 、 毕 竟 一 致 有 界 分 别称 为 最 终 有 界 、 最 
终 一 致 有 界 。 

耗 散 性 可 视 为 某 一 个 集合 的 吸引 性 ， 请 读者 给 出 几何 解释 ， 以 
加 深 直观 形象 理解 。 
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定理 3.4.1 设 在 Tx Of8 上 存在 函数 V(t,x) 满足 

1) oy il x || \<V(t,x)<Gol 1х1) 其 中 gi, pE KR 

2) D*1| 3. < — yl | x | ) #€ К 
则 (3.3-1) 式 是 一 致 耗 散 的 , 即 对 某 8* > H 是 毕竟 一 致 有 界 的 。 

WE: V xo € 5, (其 中 aH), 选取 у 使 得 

фә(а) < @i( 7) 
于 是 由 条 件 有 
pı( | x(z)]| ) < V(t, (е, to, *0)) < V (to, хо) 
< @( || xo l) < pala) < p1) 

从 而 | x(t, toxo <n (240) 即 (3.3-1) 式 的 解 
一 致 有 界 。 

今 选取 8>H,Va >B, V x € S,, VRE 112210 

| x (41, to, X0) | <В | 
若 不 然 , 则 对 一 切 cS) 
BR | х(2,0,х0) i Фа 

ct = cB) =, mf С) >0 

则 有 V(t, x(t, ғ, хо)) < Vito, x (to, to, X0)) 
— c(t — to) >— 00(2 — оо) 

ARARE, ЛАТ || x(21,t0,x0) | <А 

再 选取 В" WE <p" <a, BRM T(a) = 2092—2087) 
>0 
则 当 t 之 to+ Tla) 时 有 

giC x(t) |) «УС, x(t, 0, хо) 


c 
<ф›( ll xo ) — pola) + 2 (8* ) 
<ф,(а) - (а) + Ф1(8*) = Ф(8*) 


<V (io, x(to, to, хо)) = с* 
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即 x(z,to,xo) 有志 8B* 这 就 证 明了 (3.3-1) 式 是 一 耗 散 系统 ， 
对 界 p 是 毕竟 一 致 有 界 的 。 


dx _ 3 2 
dt TITT = ту 
1 4 (3.4-1) 
| a, = z+y- ry- у 


ЯЛЕ, kE EBE, 事实 上 , 取 
=; + у?) 


= z2 + y- (z2 + y F = (z? + y2)[1 — (z? + y2)] 
<0 当 z +y >l 
满足 定理 3.4.1 条 件 , 故 (3.4-1) 式 是 一 耗 散 系统 。 
例 2 验证 | 


d 
art ty- r(z2+ у 2 — sinr) f 
dy _ ‚о 2. (3.4-2) 
dr = ~rt+y-y(a +y ~ 7a sins) 
ЖЕЖ? о, 
{Е V= =+ 
“dV, We at, 
“у 10.42) = 2z2 + y? — (22? + ya? + 5° — + {asin ) 


<- (2z2 + y2)(x2 + » - 1- asin) 
<- (222 + ya + у? 一 2) < 0 
当 z +y > 
故 (3.4-2) 是 一 耗 散 系统 。 ” - 
下 面 介绍 日 本 数学 家 СРЕТНЕ RAR, 
这 种 用 几 个 Ляпунов 函数 ， 用 不 同 的 V 函数 控制 不 同 的 状况 变 
量 的 方法 也 是 对 Ляпунов 直接 法 的 一 种 发 展 。 
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定理 3.4.2 EEI, x] <œ, iyl 2#>0 上 存在 
Vi(t,x,y) 满足 下 列 条 件 1)、2)。 

Do у1)0< У, (2, х, у) СПУ) фі, СКЕ, 

2)0 У||(з.з3.1)Ж&—в1( || y |) 这 里 gj 为 正 值 连续 函数 ,又 
iM MSk, 存在 定义 在 I, || x | 22; (M), ll y | <M 
上 的 V,G(z,x,y) 满 是 下 列 条 件 3)、4)。 

3)ф›(К | x KVt, х, у)< ll x ll) g2,¢2€ KR. 

4)D "1 V; | (3.3.1) X00 

此 外 ,还 假设 B EWE 2 (k)< o (B) 的 数 , 且 存 在 定义 于 
T<i<%,| х || >z,>0, i y | < B EHA V(t, x,y) WE 
下 列 条 件 。 

5) p3( || x || )< V.<ç || x |) ¢3,¢3€Ko 

6)D* У; |(з.з.) < — яз( || x 1) KE gs 为 正 值 连续 函数 , 则 
(3.3-1) 式 的 解 一 致 耗 散 。 

证 :首先 证 明 一 致 有 界 , 对 于 满足 k<a 的 a, 考 虑 (3.3-1) 式 
的 解 

x(t) = x(t,to,x05Yo) y(t) =y(t,t9,x0»¥o) 这 里 

10220, |} xo | <a, | Yo | <a, 选取 pla) >a > 0 使 得 
pila) < 9 (8) | 

今 证 Ш>, lly) ll < Pla) — CG.4-3) 
Bar AR, BB (3.4-3) RAMY, RE г A il уб) 1 = 
B(a) ,此 时 ,由 连续 函数 介 值 定 理 知 , 存 在 to fil rs, го <  , < 
ti 使 得 . 
l у(2) =a l y(t3) 1 = 8 
故 对 于 tot < tA | 
а < 1150) | < 8 
在 15<1<13 bee Vi(t,x(1),y(z)) 有 

ф(В)< V (12, (23), y(t3)) 

ФУ Cta xlt), yCt2) Kg (а)<Фф(8) 
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AYE Be | y(t) 1 < (а), 22220 成 立 。 
$ aj(a)=max{a.K(B(e))}, SRE VE 1, || x |S 
b (0), ly | <P 上 的 函数 Vo(z x,y) BER 8, 8(а1) >a, >0 tE 
48 
palai) < (01) 
今 证 Il x(t) 1 < 8, (а), Пуб) Il <BCe), ч» (3.4-4) 
GAR WHER zY 有 


| x(z)] = py 
则 存在 тү ,好 stoti < ty Sti МӨ 
| læt) ll = a1, lx(zz)] = ñ, 


HIF ti StSt 有 
aS | x(z) || <A, lya) il < BG) 
HE tf Str} 上 考虑 V,(:,x(z),y(z)) ИЯ: 
Ф201) <Va(t3 ,x(tš ),y(z# )) < V,(22 xG ),y(i2 )) 
<%ф(а) < ф(В) 
矛盾 , 故 (3.4-4) 式 成 立 ,因此 (3.3-1) 式 的 解 一 致 有 界 。 
其 次 证 明 系统 (3.3-1) 一 致 耗 散 。 
现 证 :存在 r >t 8 || уб) 1 < (3.4-5) 
ERR I уб) >k GZ), ЙӨНЕ A(a)>0, 使 当 
<= RESI yI SBC) 时 ,有 
р"! |з) Аа) 
AWA Уз(т,х(т),у(т))— (го, хо, уо) < A(a)(z — to) 
At > tot Tile) АТ 


туба) = 02900 则 有 


pilk) < Vilt, x(t), y(t)) < Vilto, хо, уо) — ACa)(t — to) 
< (а) Аба) СОР = у, 


矛盾 , 故 (3.4-5) 式 成 立 。 
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H В 的 取 法 可 知 
i(k) < p(B) < p(B) 
АСВ 可 对 所 有 的 :之 万 有 
| у() ll <p 
МЧ ttot Tla) HA. уб) <p 
ФЕ; =max(B,k2), ЖЕ, 1 ху) |<¿;, I yd 13, 
则 对 所 有 ct | | 
| х(2,20,х0 syo) 1 < 8:02) (3.4-6) 
如 上 面 所 证 ,对 所 有 的 1 宇 to 有 
| x(z)!1 < Bila) 
及 对 所 有 的 >л + Ti(a) 有 
уб) l| < B 
特别 当 tStot Ti(a )+ THA H у(:) 1 < B 
АЕ ДЕ: ttot T (а) + T HA 


П) Il < k; (3.4-7) 
若 不 然 , 设 对 所 有 的 ttot Tila)t TE 
lx) 1 > kz 


则 对 于 k< | x] Sla), N yl <8 AtST,4A*(a)>o 


使 得 Dt V3<-A* (а) 
从 而 Vs(t,x(t),y(z)) < V3(to, Tila) 
+ Т,х(% + Ti (a) + Т),у( + Т\(а) + Т) 

—A*(a)(t — to- Tile) - T)) 

34 t> t + Tila) +T+ Т,(а) 
这 里 T,(a) = — s > 0 
就 推出 V3<0, 矛 盾 , 说 明 (3,4-7) 式 成 立 。 
由 (3.4-6) 式 和 对 所 有 tt, 有 

x(t) Il < В.А) 
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WA | x(t) <А, (убт) | <8<kz , 故 当 tty + 
T,(a)+ T+ T;( a) 
有 | x(t) I < Bike) 

以 及 对 t 宇 to+ T (a)+ T # 

|у) <B 

ФВ" = (65), Т"(а)= Ti(a)+ T + Tz(a), BR BS 
B* , Ti(a)<Sç T * (a) RA | Хо | <a, | Yo | <a K 10220 对 一 
H ttot T* (a), | 

| x(t,tosxos yo) | < B*, (уб, хоу) | < B* 
成 立 , 从 而 (3.3-1) 式 是 一 耗 散 系统 。 

研究 系统 的 有 界 性 、 耗 散 性 ,不 仅 本 身 有 其 理论 意义 ,也 是 研 
究 周期 解 的 存在 性 ,有 效 地 应 用 LaSalle 不 变 原理 的 前 提 , 在 生态 
数学 中 也 有 应 泛 的 应 用 。 


85 系统 的 收敛 性 [22,33] 


研究 系统 的 耗 散 性 ,只 要 求解 x(z, to,xo) 最 终 进入 R" 中 的 
某 一 个 紧 集 , 但 进入 紧 集 之 后 的 渐 近 行为 却 不 清楚 , 紧 集 中 有 怎样 
的 吸引 子 和 不 变 集 等 信息 都 不 详 知 , 下 面 要 进一步 研究 系统 的 收 
敛 性 ,这 是 比 耗 散 性 更 强 的 性 质 。 

考虑 系统 


of = f(t.x) (3.5-1) 


设 І, (оо, +оо), f(t, х) ЄС, х Е", Rf 关于 x 连续 可 
微 。 
定义 3.5,1 (B.A.maec) 称 系统 (3.5-1) 式 具有 收敛 性 , 若 
D (3.5-1) 式 所 有 解 x(z,to,xo) 在 St co 上 有 定义 
2) 唯一 存在 于 L 上 有 定义 的 有 界 解 9(z), 且 它 是 全 局 渐 近 
稳定 的 , 即 xlt, гохо) > y(t), 4 т> + оо, V y € К", 
显然 ,具有 收敛 性 的 系统 必 是 一 耗 散 系统 。 
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如 果 (3.5-1) 具 有 收敛 性 , 且 是 一 周期 系统 ， 
即 S(t +w,x) =f(t,x) 
则 99(z) 是 唯一 的 全 局 稳定 的 周期 解 。 

引 理 3.5,1 it f(x)€ C![R",R"] 


Je) FF) + (f (x))7) = 292 + 22 


为 对 称 Jacobi ERE , А (x )#ll (х) AEE ЕККАН, И 
Ж ЕРАЙЙО((/(х + В) – f(x)),h), 下 面 的 估计 式 成 立 。 
AmCh ASL (f(x +h) – f(x)), hl<Am(h,h) (3.5-2) 
AP А, = inf 。 (x + th), Am = sup ele + th) 
Е: é=xtth OKK WA 


ld 1 
Fath) S = | оса = [сова 


因此 (Fx + в) = уо), = [CF Свае, њ) 
= [ra nae 

因为 (f(h,h)=(J,(8)h,h) 

BA (f (Eh, b)SAale)(h, bh), (В, В) 

和 (Р (Eh, bW)<p(€)(h, Way (h, h) 


从 而 估计 (3.5-2) 式 成 立 。 
引 理 3.5.2 考虑 微分 方程 组 (3.5-1) , 设 | хо | <R 和 任意 
的 togE 1, M :增加 时 ,所 有 解 x(t,to,xo) 进 入 柱 体 
ZE(E XO) O% Fix |x <Ri 
则 微分 方程 组 (3.5-1) 存 在 一 个 解 x = (1), MPA (€ LAE 
义 , 且 完全 含 于 此 柱 体内 , 即 在 整个 I 上 有 界 。 
证 ;考虑 解 y(1 ,ts yo) WEF T, ,由 初始 条 件 
ty Ep (p=0,1,2---) у € So 
如 图 3-2 Bias AA yC, tp, уо) E T,; t, = — p E AREA z AB 
ЖЕШ fe R yl tp yo 可 向 右 无 限 延 展 。 
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图 3-2 
这 里 5,=1у(0,-р,уо) JoESol (p=0,1,2…) 
是 初始 超 平面 : =0 5E T, КП. 
Hi yle,- р, yo) :уо—> у 是 连续 映射 , 它 把 紧 集 So 映射 成 So。 
参阅 图 3-3 所 示 ,因为 解 yt,- p: y) 12-р 82 内 ， 


则 

ly(-pt+1,-p,y) | < R 
y(—ptl,— pry) Т Т-ВА to=-(p-1), уо ll 
<R 的 一 部 分 , 故 对 于 每 个 p 之 1, 管 T, LASERT, At 
HEALS IA f 

So D S, D Sre D Spar” 


由 闭 妹 套 定理 有 唯一 的 一 点 ,ppE fS HII <R。 


图 3-3 
考虑 过 上 =0， xo= mo 的 解 7(2)=x(#t,0, 70)o 
因为 Є S, (р = 1,2,…) 
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则 存在 

| x(t,-p.9) (¢>- р, y || < R) 
‘i x(0, — p, %) = то 

由 唯一 性 有 


x(t,0, m) = x(t, - p,m) 


й x(1,0, pE- р: < + co LAM, AF p 的 任意 性 ; 解 在 
I, 上 有 意义 , 且 


sup 2020 | < R 
定理 3.5.1 8 给 =A(Dx+JC) (3.5-3) 
的 齐 次 方程 组 的 解 是 一 致 渐 近 稳定 的 , 且 
sup || f(t) | = M < oo 
这 里 A(t) С," ], f(x) € CLE, R] 
则 方程 (3.5-3) 具 有 收敛 性 , 且 
дт) = | К(г,т)/(т)йт 


是 方程 (3,5-3) 在 1, 上 唯一 有 界 且 全 局 渐 近 稳定 的 解 。 
WE KC, to) 为 (3.5-3) 式 相应 的 齐 次 方程 组 


& А(г)х (3.5-4) 
повезане 9X) (4) K (249) 


| K (to, to) = E, x, 
由 于 (3.5-4) 式 的 解 一 致 渐 近 稳定 与 指数 稳定 等 价 , 即 了 常数 
N >0,a >0 使 得 
| K(t,to) | < №) (3.5-5) 
由 常数 变易 法 公式 , 知 (3.5-3) 式 的 通 解 为 


x(t,toxo) = K(t,to)xo+ | Kl, е) С)ае 


4 xo=0， to> — © 便 得 到 
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n(t) =| KG, f(r)dr 
因为 (2) || <N 
[ze | gG) Пас < Nt = MN < o 
故 19(1) 是 有 意义 的 ,又 
WO AHAH | KG, Df) 


=f(t)+A(t)n(t) 
故 mn(z) 是 (3.5-4) 式 的 有 界 解 。 
MEE, HE H(z) 是 (3.5-4) 式 的 另 一 个 在 L 上 的 有 界 解 ， 
i 
i m(t) - n(z) || < Ne °t: || m(to) — (to) Il 
对 于 任何 固定 的 二 , 令 top> оо, EA 
lmt) – 102) | <0 
故 (2) ==1)(2) 
吸引 性 。 设 x(z) 是 (3.5-3) 式 的 任意 解 , 则 x(z ) – (їй 
Æ 
х(:) – (0) = К(г, 10) х(г0) – n(t)] 
| (2) = ар) | Же 2") || lto) — (60) 10 ОУ гоо) 
故 结论 为 真 。 
定理 3.5.2 若 (3.5-1) 式 满足 
1) sup Il /(2,0) || = 天 < oo 
2) Ам(2,х)<-а<0 
其 中 Am(t x)28 


J.G.) PAS) + к) 
的 最 大 特征 值 , 则 (3.5-1) 式 具有 收敛 性。 
证 : 作 у(х) = |< |2= (2,2) 
利用 引 理 3.5.1 便 有 
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чү laso (9) (fG,x),z) 
= (Ctx) = fü,0)),x) + (JG,0),x) 
+ IAGO ixl <-alzl2+ kl xl <o 


(4 |x | >£ #R) 


$ к= | xo | <R 出 发 的 所 有 解 x(1,t0,xo) 进 入 柱 体 
内 部 ,由 引 理 3.5.2 WE I 上 (3.5-1) 式 有 定义 的 有 界 解 9(z)。 
设 (1) 是 (3;5-1) 式 由 始 值 x(zo) = xzo 确 定 的 解 。 设 
y(t) = x(t) = a(t) 


5 Оу) = 1512 = 0, у) 
= F(t,x) fen) 


= ((f(t,x) – f(t,n)),y) S- aly,y) =- 2aV 


V(y(z)) < Vy lto) 2a? 
Ш x(z) — т) | < H axlo) — nto) [е “© (>ш) 
故 和 (7) 是 全 局 指数 稳定 的 , 且 是 1, 上 的 唯一 有 界 解 ,从 而 (3.5- 
DREKKI. 


$6 结构 扰动 下 的 Robust ЕЕ??? 


Ляпунов 稳定 性 ,只 考虑 初始 条 件 的 扰动 ,由 于 一 个 数学 模型 
描述 一 个 实际 动态 系统 ,往往 是 近似 的 ,为 了 使 问题 理想 化 , 变 得 
易于 解决 ,不 得 不 忽略 一 些 次 要 因素 。 因 此 , 考 起 结构 扰动 下 的 
Robust 稳定 性 ,更 有 实际 意义 ,下 面 予以 讨论 。 

考虑 未 被 扰动 的 系统 


S= f(1,x) (3,6-1) 
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这 里 ЈЄС[Сһ,Е") xER  flt,x)=x 当 且 仅 当 x 
=0 并 考虑 其 扰动 系统 
Чу = f(t,y) + g(t,y) (3.6-2) 
g€ С[Сҥн,Ё” ],& 本 质 上 是 未 知 的 ,只 知道 它 的 界 。 
定义 3.6.1 称 (3.6-1) 式 的 零 解 是 结构 扰动 下 Robust 稳定 
的 , 若 Ve>0,361(e)>0,6(e)>0, 当 | g(z,y) || <à,, | yol 
<ê, (3.6-2) RAMA HSK Il y(t, tos уо) | <e, 22 to 
苏联 学 者 称 此 类 稳定 性 为 经 常 干扰 下 的 稳定 性 ,或 持续 摄 动 
下 的 稳定 性 ;日 本 学 者 则 称 为 完全 稳定 性 。 其 实 ,这 正 是 当今 稳定 
性 领域 中 的 所 谓 Robust 稳定 性 的 雏形 ,不 防 称 为 Robust 稳定 性 。 
定理 3.6.1 GERM V(t,x)E€ C Gyu, RIKE 
1) (lx DSV, xp | xl), ф,фЄК 
2) D'V(t,x)|G. Sc cV(t,x), c>0 为 常数 
3) | V(z,=)— V(t,y)|| Sk i|z-—yl ,Vz,y€ Gu 
W (3.6-1) 式 的 零 解 在 结构 扰动 下 Robust 稳定 。 
证 : Ye >0 , 取 0<bi(e)<9, 使 得 psa(61)< pi(e)， 且 选取 
6 >0 充分 小 ,使 得 
copil) - 00 >20 (ë< 8) 


ТЕ: У | g(t,y) | <6, Il yo | <A | y(t, ғо, уо) | 
<e, ШЕ г<, || y(t1,t0,¥o) | = б || у(22, ѓо, уо) I| =e 
且 对 于 1:E(ti,t2) 有 
& < ll y(t, toyo) | < є 
另 一 方面 ,对 于 C [21,218 


Dt V(t, y(t,t0,y0)) 13.6.2) ©— cV(t, y(t ,to, y0)) 
+K | g(t, y(t,to,y¥o)) IX- ca(8,) + Kó < 0 


于 是 有 
gle) V (t2, y(t2,t0, Уо) IVC 415 to, уо)®ф›\ду)< g (e) 
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这 是 矛盾 的 , 故 对 一 切 tn 有 
| y(t, to, уо) | <= 
从 而 (3.6-1) 式 的 零 解 是 结构 扰动 下 Robust 稳定 的 。 

此 定理 的 条 件 草 涵 (3.6-1) 式 的 零 解 是 指数 稳定 的 ,说 明 指数 
稳定 ,蕴涵 着 结构 扰动 下 的 Robust 稳定 性 ,但 对 于 一 般 系统 ,相反 
的 结论 不 成 立 ,而 对 于 线性 系统 有 定理 3.6.2。 

定理 3.6.2 对 于 线性 系统 


SX _ A(t)x AGECITR] — (3.6-3) 


它 的 零 解 结构 扰动 下 的 稳定 性 ,蕴涵 它 的 指数 稳定 性 。 
证 :因为 x(z)=0 是 在 结构 扰动 下 为 Robust 稳定 的 , 今 考虑 


Ж | x | <1 的 邻 域内 ,对 于 e= ДИНЧЕ 8>0，(3.6-2) 式 的 结 
构 扰动 系统 


Е = A(t)y + ду (3.6-4) 


HIR yC, toyo) (其 中 | yll <DA 
ОТЕЛЕ: 
(3.6-3) 与 (3.6-4) 式 的 解 有 关系 式 
8602-20) 


y(t,to,yo) = x(t, ѓо, хо)е 
Bp l x(t toxo) | < е) 


从 而 (3.6-3) 式 的 零 解 是 指数 稳定 的 。 
定义 3.6.2 称 (3.6-1) 式 的 解 是 在 系统 的 结构 扰动 下 有 界 
的 (或 称 为 在 经 常 干扰 下 Lagrange 稳定 的 ), 若 
Vr >0, 存在 两 个 常数 8(r)>0, alr)>0, 使 当 
r < || y || < 80) 时 有 
lg(z,y)]| < alr) ` 
H# yo €s, “ty, Пу <] 对 一 切 >Н 
| y(t,to,¥o) | < 8Cr) 
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AP y(t,xo,yo) 是 (3.6-2) 式 的 解 : 
ЖЕ 3.6.3 车 存在 函数 Vlxx) ECIS # |x || x | >= 
k, Rt] 使 得 
1) gC Ix DSV, x) Il x ||),ф1,фФ;Є KR; 
2) Vit, x) ATF x WHE Lipschitz 条 件 ; 
3) р*У(г, х) ов eC ll x |) (clr) ERIE). 
则 (3.6-1) 式 的 解 在 经 常 干扰 下 Lagrange 稳定 。 
HE: Va >0, Ж B(a)>a>0, 使 ol(8)> pla), 由 条 件 2) 
对 于 紧 集 a< || x || <p 中 的 x ,存在 &(a)>0 和 4(a)>0 使 得 
| V(z,x) – V(t,x) I< Rk(a) || x — x || 
和 Dr V(t,x) lG. |. S- ACa) 
FRE I Mes || x || <£ 中 有 
Dt V(t,y) 13.6.2. Dt V(t,y) loony +k lg, y) i 
<-A(a) +k Il g(t,y) | 
因此 ,者 选择 У(а) 20, 使 得 


А(а) 
yla) < kla) 


WFR 0<2 < оо ,а< || x || <p PEI у(т,у) | <У(а) 有 
D* V(t,y) 16.62 < 0 
因而 推 知 , 若 mE 5„, MJ | yG, 20, ув) || <2 BAER. 
定义 3.6.3 ”对 于 给 定 的 函数 f(r) 20, (3.6-1) ANKE 
在 f(r) 及 结构 扰动 下 耗 散 的 ,车 存在 常数 B>0,a>>0,B>0, 使 
ФА | у SRA 
Il g(z,y) Il < ау 
且 lim y(z,t0,y0) || < B 
定理 3.6.4 ” 若 定 理 3.6.3 RRE, S L(a) Lipschitz 
常数 。 若 rc,L(r)Fr)=0(c(r))， 则 (3.6-1) 式 的 解 在 
f(r ) 级 结构 扰动 下 耗 散 。 
证 :根据 假设 ,可 选择 a>>0, 使 
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о ©) — 
2L(r)f(r) 
rk (k 为 某 一 个 常数 ) ,对 此 若 
lzg(z,y)| <efCll yl) 
WW Dt V(z,y) losa <D V(t,y) 1.61) + LC yl) lgl, у) || 
<= (Пу) +22 Cyl FCI yl) 


<-Fe(lyl) CK Iyl >) 
由 耗 散 性 定理 知 结论 成 立 。 


87 实用 稳定 性 3 


无 论 是 Ляпунов 稳定 性 还 是 结构 扰动 下 的 Robust 稳定 性 定 
义 中 的 8。>0 是 任意 给 定 的 ,而 6(e) 只 要 它 存 在 ,不 管 多 小 。 但 在 
实际 问题 中 ,如 果 6 太 小 ,以 致 要 求 初始 扰动 或 结构 扰动 不 超过 ó 
本 身 就 做 不 到 ,要 求 一 个 系统 实际 运行 状态 与 理想 的 运行 状态 相 
差 任意 小 , 既 不 可 能 ,也 不 必要 ,可 以 允许 在 限定 误差 范围 内 运行 ， 
例如 许多 航空 器 和 导弹 就 是 以 这 种 方式 运行 的 ,这 就 提出 了 实用 
稳定 性 的 问题 ,下 面 根据 美国 数学 家 LaSalle 和 Lefschitzl2 的 论 
述 来 简介 实用 稳定 性 。 

考虑 未 被 扰动 的 系统 及 其 相应 的 结构 扰动 系统 


s = f(t,x), f(t,0) =0 fE C[Gr.R*] (3.7-1) 


dy = f(t,y)+plt,y) p€ClGe,R*) (3.7-2) 

JEN 3.7.1 ”预先 给 定 正 数 8S>0 及 两 个 集合 Q 与 Qu, 其 中 

Q 是 含 原点 的 有 界 闭 集 , Qo 是 Q 的 子 集 , VyoE Qo,to 之 0 和 

Volt, y)EP = {| p, y) l, | p(t,y) | <8}, (3.7-2) В 

y(t, to, ¥o)€ Q(t ty), 则 称 (3.7-2) 式 的 零 解 关于 6,Q,QH 
实用 稳定 的 。 

实用 稳定 性 概念 与 数 6 及 集合 Q, оь AR, Q 是 许可 状态 
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E, Qo 是 初始 状态 集 , 故 在 研究 这 种 实用 稳定 之 前 ,必须 先 判 明 ; 
1) 为 使 系统 正常 运行 需 离 理 想 状 态 多 近 (Q 的 大 小 ); 
2) 允许 结构 扰动 的 范围 (3 大 小 ); 
3) 初始 条 件 可 以 控制 到 何 种 程度 (Qe 的 大 小 )。 
实用 稳定 性 与 Ляпунов 意义 下 的 稳定 性 ,以 及 结构 扰动 下 的 
Robust 稳定 性 是 互 不 包含 的 ,但 仍然 可 用 Ляпунов 函数 来 研究 。 
定理 3.7.1 设 Q, 为 R" 空间 中 包含 原点 的 紧 集 ,如 果 存 在 
函数 V(z,y)E[IX R",R1], 对 一 切 yE€ QLA 
D' V(t,y) 1372) <0 
且 对 一 切 y1€ Qo, y> € 020221120 有 
У(21,у1) < V(t2,y2) 
其 中 Qi ,Ge 分 别 为 Qo,Q 的 余 集 。 
则 (3.7-2) 式 的 从 Qo 内 出 发 的 解 ,在 :之 如 都 不 越 出 Q ,从 
而 (3.7-1) 式 的 零 解 关于 8,Qo,Q 为 实用 稳定 的 。 
iE: Y yo€ Qo, 考虑 (3.7-2) 式 的 解 y(t ,to,yo), 若 在 某 时 刻 
T>to, 解 y(T,to,y0)EQ, 则 必 存 在 to<t1<T, 当 tI<z 志 TT 
T, y(t, toyo) E Qo, E ti 是 具有 这 样 的 性 质 的 最 小 值 , x (a ) € 
Qo, BALA 
V(41,¥(215 205 y0)) < V(T,y(T,to,x0)) 
但 另 一 方面 ,对 于 < :<T,H ЖЇН 
D: V(z,y) la.z-2) < 0 
iA V(t, y(t1,t0,¥0)) > УСТ, (Т, to, ¥o)) 
于 是 有 V(ti, y(t1)) = lim B(z, y(t)) > V(T,y(T)) 


DEF AWM y(t, го, уо) Є Q, 从 而 (3.7-1) 式 的 零 解 关于 д, 
Qo Q 为 实用 稳定 。 

定义 3,7.2 称 (3.7-1) 式 的 零 解 关于 8, Су, Q 在 有 限时 间 
[zo,; 工 ] 内 为 实用 稳定 的 , 若 V рЄР= |l р(г, х) | ipe, x) | < 
3} 从 Qo 出 发 的 解 y(z ,to,y0) 在 оС tT APRH Q. 
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定理 3.7.2 若 存 在 函数 У(т,у)Є CLIX R",R], 使 在 Qo 
内 Vl, E QARA V>, H 


dV 
Ду 163-72) < (1 — lọ)/T 


则 从 Qo 内 出 发 的 解 在 куте + T 内 保持 在 Q 内 。 

证 : 令 V(t) = V(z,y(z,to,yo)) 

设 yo € Qo, HAY ¿€ [ to, to + TINA 
V(t,y(t))- V(to,y(t0))= У(ё,у(ё))(т — to) 
ha < =b 
故 Vit, y(t)) SI — Io + [o= 1 
从 而 y(t) Elto, TIA BE Q 中 。 

定义 3.7.3 若 (3.7-1) 式 的 零 解 关于 6,Qo,Q 为 实用 焰 定 ， 
且 (3.7-1) 式 的 每 一 解 y(t, to, yo) 8—1 p(t, у) Єр = 
Flp y ISa EAE Q 内 , 即 当 to, V yC К", y(t, to Yo) 
必然 要 进入 Q , 则 称 (3.7-1) 式 的 零 解 为 强 实 用 稳定 的 。 

定理 3.7.3 ” 若 存在 函数 V(:,y)CC[R",R], B j yl 一 
0,V(t,y)>o ,可 对 于 VyEQi,VPpPEP。 


aY L-e <0 XF t to BOE 


且 对 所 有 的 y, € Q, A y, € Q° 有 
V(z¿,yi) < V(z,yo) 
则 (3.7-1) 式 的 零 解 关于 8,Qo,Q 具有 强 实 用 稳定 性 。 
证 :首先 证 (3.7-1) 式 的 零 解 关于 ô, Qo, Q 是 实用 稳定 的 , 设 
V WE Qo,(3.7-2) 式 的 解 y(t,to,yo)fE t= to 时 在 Qo 内 , 设 在 
某 时 刻 之 to 有 


< 


T=1-l19 


УСТ, to. ¥o) CO 
则 存在 tisto ti <T, EXE < < T A 
y(t,to,yo) C Q 
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E t 是 具有 这 种 性 质 的 最 小 数 , 这 意味 着 
y(tu tao xC RA 
V(t1,y(t1,t0,¥0)) < V(T,x(T,to,xo)) 
这 是 不 可 能 的 ,因为 由 条 件 知 ,V(t,x(z ,to,x0o)) 是 z 的 单调 下 降 
函数 , 故 (3.7-1) 式 的 零 解 对 6, QoQ 为 实用 稳定 的 。 
PRUE: V yo € Q ,考虑 (3.7-2) 式 的 解 y(t ,to, уо), НЕ 
T(z0,y0), 当 t 宇 to+ 丁 时 有 
у(2,10,90) CQ 
若 不 然 , 则 对 一 切 : 宇 to 有 
YCE, to yo) CQ 


因为 SV <-e <0 


故 - V(t, y(£,tosy0)) < V(t, Yo) — elt — to) >- © 
因此 , 取 yoE Qo 及 y=y(t,to,yo) 4 z2>1, WA 

C= V(to,y0) < VOED >- ` 
矛盾 , 故 (3.7-1) 式 的 零 解 强 实用 稳定 。 
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Ляпунов 稳定 性 ,其 初始 扰动 是 在 未 被 扰动 的 初始 值 的 一 个 
п 维 邻 域内 变化 ,如 对 初始 扰动 的 区 域 再 加 以 约束 限制 , 则 有 下 列 
的 条 件 稳定 性 。 先 看 一 例 。 


例 1 (3.8-1) 


通常 为 xz(t,0,z9) = zo, y(t,0,y0) = yoe” 

故 (3.8-1) 式 的 零 解 是 不 稳定 的 ,但 若 对 初始 扰动 值 加 以 限制 , 则 
出 现 相 反 情 况 ,如 初始 值 只 在 集合 已 = {x= 01 (BD у FH) AR, W 
解 为 х=0, yo= ye E >0, too， 这 时 , 零 解 可 称 为 条 
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件 渐 近 稳定 。 
考虑 一 般 的 系统 


oF = flex) fCC[IxR,R] (3.8-2) 


保证 解 的 唯一 性 。 
定义 3.8.1 HH (3.8-2) RH x= x(t), 4 т> + OM RH 
fie ATE R" 内 存在 & 维 流 形 。 
Se(€(to)) Є S 1<¿=<n 
对 Ve>0, 3 6(e)>0, 当初 始 扰动 x(to)E S, 时 , 且 


当 | x(t0) — é(t0) [| < (е) 
有 x(t,to,x0) — Elt, toso) <e tÈ to 
其 中 х(#0) = хо €(to) = ёо 


#5 (3.8-2) ЖИ =E), 4 т + co 时 条 件 渐 近 稳定 , 若 
它 是 条 件 稳定 的 , 且 存 在 A = const>0, `í x(t) € S,, H4 
| x(to) — §(to) | <A 时 ,有 
J|x(2)-$(z)]| >0  ("íz—+ co) 
考虑 拟 线性 方程 组 


= = Ax + p(t,x) А = (ay) „хаһ 


e€ C[I x Е", В"] (3.8-3) 

其 中 АЖЕ ОШ, BA &(1<& 委 2) 个 负 实 部 特征 值 , 且 ф(т, 
х)=0(х), 关于 上 一 致 成 立 。 | 

定理 3.8.1 ИШ A 有 个 负 实 部 特征 值 ,其 它 特征 值 实 
部 非 负 ，gp(z ,x) 关 于 z 连续 , 当 150 时 ,关于 x 满足 Lipschitz Ж 
件 如 下 

| o(t,x°) = ф(2,х) | < L |x - x || 
(1х1 <A, |x] <4,:>0) 

其 中 L=L(A)>-0 4A-0 

则 (3.8-3) 式 的 零 解 关于 某 个 维 始 值 流 形 S, 是 条 件 浙 近 稳 
定 的 。 
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证 :不 失 一 般 性 , 取 to=0, 作 满 秩 线 性 变换 。 
х = Су (这 里 C 为 n X n REE) 
使 СПАС = B = diag(N,P) 
R Reaj(N) <0 j=1,2,…,k 
Re; (P)20 j=k+1 pen 
则 (3.8-3) 式 化 为 


ЧУ = By + v(x,y) 
这 里 w(x,y) = C-1p(t,Cy) 
设 Li = |C AJILI 


BRA: w(t,y)-wi,y) ISL уу 
只 要 j| y| <A,, lly <A, KE A=AI Cll 
W 8<0,|B| 充 分 小 ,a >0, 使 得 
a + |B| <min[ — ReÀ; (N) H а2-28 
则 显然 有 不 等 式 
| ex || < Ke («+ 181; 当 2220) 


el<Ke 1<0 
这 里 是 充分 小 的 正常 数 。 
| Je diag( Ei ,0) (2220) 
ë OCT actos (:<0) 


其 中 Е,,Е, - 是 相应 阶 的 单位 矩阵 ,显然 
G(+ 0) -G(-0) = Е, 
从 等 式 (3.8-8) 和 её = diag(e™ ,er) 可 得 到 


be (a+tlIBl)t (t >0) 
| GŒ) || <{ (к< 0) 
此 外 ,显然 有 
G(t) = BG(t) t 0 
考虑 奇异 积分 方程 


y(t.a)=2(2)at | GG - s)0(s,y(s,a))ds 


(3.8-4) 


(3.8-9) 
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其 中 z(t)=ePdiag(E, ,0) =diag(e™ ,0) 。 
而 a 是 常 向 量 , 它 的 后 面 (” — &) 个 坐标 为 零 ,用 迁 代 法 求解 积分 
方程 
yplta)=e(e)a CA 
p=i,2,°" 
yo(t,a)=0 
(3.8-10) 
选取 A 适当 小 ,使 之 满足 
181 
І, < 4k 


并 设 l a l| <= 
ШЕ 122) 
利用 不 等 式 (3.8-6) , 则 有 
lyi(zg,a)—-yo(t,a)| <l (0) 1 Hal 
Фе“ 10 | Q || <k la ет 
设 ll yp(t,@) = yp-1(t,a) |l 
«тее (4150,p>1) (3.8-U) 
从 (3.8-10) 式 ,利用 (3.8-9) 式 ,可 以 推出 
l ate) 一 多 (ta) | А 
<| es + OCs, yp(s,a)) - Cs, ys (sa))1ds 


< | веса BD (Rs) 181 
0 


ДЕ ‘ЭРЛ Га [еа 


,ps 181, 一 as 
+ [keco LE alele ds 
ВТА ta el8 , Bik e (att 
= pi [а I| Cet !eve a oi lal р её 


а) дыме, 
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<> Е [ае (3:20 (3.8-12) 


故 由 此 推出 ,所 有 近似 у, (е.а), НАК (3.8-11) RHA 
有 自然 数 p 满足 , 故 当 加 ->co ,在 [0,+co] 上 ,mw(ia) 一 (ta)， 
且 极 限 函 数 y(z,a) 在 变量 上 和 a 的 邻 域 内 连续 ,其 中 0 委 上 oo 
和 | a | Lago 

在 (3.8-10) 式 中 , 令 proh 


(в,а) = «(2а + | GG- з)#ф(з›у(з›а))д 


(3.8-13) 
即 极限 函数 (2, a ) 是 积分 方程 (3.8-13) 式 的 解 ,后 一 等 式 对 OR 
微分 便 有 
y (ra) = Be(t)a +] BGC - s)w(s,y(s,a))ds 


+ [BGC ~ s)w(s,y(s,a))ds 
+ (G(t +0) - G(-0))y(t,y(t,a)) 
Вр 
y (t,a) = By(t,a) + wlt,y(t,a)) 
故 y(t,a) 是 (3.8-4) 式 的 解 ,利用 (3.8-11) 式 , 便 有 


ly(t,a) ll <l yota) || +> || yp(t,a) — y,-1i(z,a) || 


<>) lale = 26 а Пее (3.8-14) 
Р=1 


因此 limy(t,a) =0 

这 样 y(t ,a) 在 上 a | < а, 是 方程 组 (3.8-4) 式 的 解 簇 连续 依 
赖 于 个 参数 4a,…,ai, 向 量 a ВВА 个 坐标 超 于 零 , 当 t> 
+ co ,从 方程 (3.8-13) 及 和 抢 阵 G(z) 的 结构 ,对 于 解 y(t,a) 的 坐 
#у(т,а) (j=1,2,…,n), 在 t=0 取 
у;(0,а) = у(0 j=1,2,…k 
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y(0,a) = [| G(-s)wlssys,a)ds], j= k + len 


(3.8-15) 
h [| GC s)w(s,y(s,a))ds | ЖОКЕ 
| cc s)wls,y(s,a))ds 
的 第 7 个 分 点 。 
故 在 坐标 原点 的 邻 域内 , 始 值 y) =[y(0,a)]; 满足 方程 


yay = Q (yy?) ј = 1,2,+,n — k 
它 在 空间 R 中 定义 了 某 个 维 流 形 S, , 4 y € S, 时 
y(t,t yo) >Ü (2 о) 
考虑 作 变 换 
x = Cy 

得 知 对 原来 的 方程 组 (3.8-3) 的 解 x =x(z) 成 立 类 似 的 结论 。 

推论 3.8.1 设 矩 阵 4 有 个 具有 负 实 部 的 特征 值 ,和 (n - 
k) 个 具有 正 实 部 的 特征 值 ,日 对 (t,x) FE Є (— оо, + оо) ій 
Æ Lipschitz 条 件 。 当 Lipschitz 常数 充分 小 时 ,在 RE 中 的 0 点 的 
某 邻 域内 存在 流 形 Si 15, (图 3-4) ,它们 分 别 是 & 维和 nn 一 
维 的 ,使 方程 组 (3.8-3) 的 解 成 立 下 列 渐 近 行为 : 


图 3-4 
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x(t) 0 34 г + оо, ж х(0)Є SZ , 
x(t)—0 当 | oo, Ж х(0)Є5;-, 


89 Lipschitz 稳定 性 [209~212] 


Lipschitz 稳定 性 是 近来 提出 的 一 种 新 型 稳定 性 ,可 以 看 成 是 
线性 系统 稳定 性 的 推广 ,人 们 和 希望 在 非 线性 系统 中 利用 变 分 系统 
的 线性 性 质 来 研究 非 线 性 稳定 性 而 产生 的 , 它 在 解 的 有 界 性 ,周期 
解 的 存在 性 方面 也 有 一 定 作 用 ,这 种 稳定 性 也 推广 到 了 泛 函 微分 
方程 。 

对 于 非 线性 系统 


px), f(t,0)=0, fEClIxXR",R"] (3.9-1) 
定义 其 变 分 系统 


de = f (r,x(t,to,x0)z) (3.9-2) 
其 中 Р, 表示 Jacobi 和 矩阵 
ал эһ 3 
Ox, дт» IEn 
: : (3.9-3) 
afa Sa „у А 
дх дт». дк, 


Е (3.9-1) RAK x(t, го, хо), 103.9-2) KX, ИНКА 
ME (BD Cauchy Æ) X 


K(t,to»Xo) = Jag (x (t, to; x0)) (3.9-4) 


定义 3.9.1 称 (3.9-1) 式 的 零 解 为 : 

1) 一 致 Lipschitz 稳定 , 若 存在 M >0,8>0, 18484 || хо < 
6, t22to20 6,9 || x(t, to, xo) | <M || хо, M KA Lipschitz 
常数 。 

2) # DPRK ë= + co , 则 称 为 全 局 一 致 Lipschitz 稳定 。 
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3) 若 存在 M >0,6 >0, 5 || xo | < 8, :> r 20 В], 
| K(t,t9,x%9) | 委 M, 则 称 一 致 变 分 Lipschitz 稳定 。 
4) #3) ё= + co , 则 称 一 致 变 分 全 局 Lipschitz 稳定 。 

. 由 定义 立即 可 知 , (3.9-1) 式 的 零 解 一 致 Lipschitz 稳定 , 则 
(3.9-1) 式 的 零 解 一 致 Ляпунов 稳定 ,但 反之 则 不 一 定 成 立 。 为 
说 明 这 点 ,需要 以 下 定理 。 

定理 3.9.1 设 (3.9- 1) 式 关于 堆 解 的 变 分 方程 为 


— = f(t,0)z (3.9-5) 


则 系统 (3.9-1) 的 零 解 一 致 Lipschitz 稳定 ,蕴涵 (3.9-5) 式 的 零 解 
一 致 Lipschitz 稳定 。 

证 : 设 (3.9-1) 式 的 零 解 一 致 Lipschitz 稳定 , 故 存在 a >0, 5 
>0, x | Xo | <ë, 有 | x(t,f0o,X0) | <a [| X0 | А 1210, Ж 


асі. 


一 人 、 
хо= eh, h< a, е = (0,0-1, 0--:0)7, 
故 有 


д _ . x(t, to, xo) — x(t, t9,Xo) 
КООШО алина 


< lima © | voll 一 


А0 


此 外 , | K(t5t9) | = | K(t,29,0) | = па) | <a, it 


中 K (4, ia) 为 (3.9.5) 式 的 标准 基本 解 矩阵 , 故 (3. 4-5) 式 一 臻 


Lipschitz 稳定 。 
例 1 对 于 非 线性 系统 
dzi _ z 
= 22 
dz (3.9-6) 
dz. _ 3 
de “l 


取 Уба) S att zŠ, 则 有 
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dV 
rr 1G6.96) = 2x}x2 — 2zizz = 0 


1 (3.9-6) AMBP Ляпунов 稳定 的 ,而 (3.9-6) 式 的 零 解 对 应 
的 变 分 系统 为 


dy: _ 
dt =» 
(3.9-7) 
dz _ 9 
dt 


(3.9-7) у у= 0(t- to), yz = узо, WERTE, 
更 非 Lipschitz 稳 定 , 但 (3.9-6) 式 的 零 解 是 Ляпунов 稳定 的 。 

可 见 , 对 于 非 线 性 系统 而 言 , Lipschitz 稳定 性 强 于 Ляпунов 
稳定 性 。 

对 于 线性 系统 


= = A(t) (3.9-8) 
因为 通 解 可 表示 为 = 


X(t,t9,X9) = K(t,to)xo 
AP KK(z,t0) 为 (3.9-8) 式 的 标准 基本 解 矩 阵 ,可知 Lipschitz 稳 
定性 与 Ляпунов 稳定 性 都 等 价 于 К (т, zo) 的 有 界 性 。 
下 面 介绍 Lipschitz 稳定 性 的 几 个 定理 。 
定理 3.9.2 设 f(t,x) 对 x 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ， 关于 + 
一 致 , 则 有 以 下 结论 。 
(3.9-1) 式 的 零 解 一 — £ Lipschitz 稳定 的 充 要 条 件 是 存在 连续 
函数 V(t,x) 定 义 于 z 宇 0, || x || <ó НЕ 
1) |x] <V(z,x)<L || x || L = const >0 
2) 1 У(2,х) - V(:,y)|< || х- yl ,Vr20 x,y€ К" 
lx <6, lly <6 
3) D* V1 3.9.1) <0 
证 :充分 性 ,由 条 件 1).2)、3) 可 知 
| x(t, гохо) || < V(z,x(z,to,xo)) 
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< У(,ху) SS L ||x | 4 | xo || < Š 
V(t,x):=suplx(zt г,г,х)|(1+е r") 
WA |< | Ë lx, tx | << | Се, е, х) (te EV(, х) 
<M sup lx] (+e r t)<S2MI xl L l| xl 
得 到 条 件 1). 
存在 К=К(М,б) 使 得 
lel tr, x)= x(t + r,t,y)]| «ек || x — yl 
对 lx] <8, ll yl <6 
720 (H L(z ,t)BJ Lipschitz 条 件 可 知 ) ,注意 到 这 种 稳定 性 
定义 , 则 有 | 
[х(т+т,:,х) < M || x | < Mo 
xlt rty l < M] у < Mó 
于 是 sup | x(zt+7,2,x) | (1+ е r *)<sup | x || (ef + 
el (t+) 
其 中 T=InM 
当 z< 荆 时 , 取 t 使 0<;++-<T, 当 t 宇 TT 时, 取 t=0 则 
上 述 正确 界 是 可 以 达到 的 ,于 是 对 上 x 上 <6, Iyl <s A 
| У(2,х) – V(t,y) I< sup| | x(t +7,t,x) 
—-x(i+r.t,y) | d+e'*)} 
< supe“ Ix-ylQ+e*)<Lix-yl 
此 即 条 件 2). 


DY V золу tim HVG + hy x(t + h,t,x)) = У(т,х)) 
ho" 


— 1 1 —t—T—h 
= lm р {зир хб, th tra) | (1 е ) 


= sup || x(t+7,e.x)I1d+e°)t 


= Tim + {sup Il xe ео) ПА +e) 
ы! r= 
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~ sup [| x(2+7,t,x) ||Qte*)} 
<0 
此 即 条 件 3)。 
再 证 V(z,x) 的 连续 性 。 
| Ve + hx+y)— V(z,x) ISI V(t +h,x+y) 
— Vz +h,x(t +h,t,x + y)) | 
+IV(£ + h,x(t + h,t,x + y))>V(t,x + y) 
+1 V(z,x+y)— V(t,x) | 
H V(z,x) 的 Lipchitz 性 质 及 系统 解 的 连续 性 和 上 述 不 等 式 右 端 
第 一 三 项 可 很 小 ,用 证 明 D+ V 存在 的 方法 可 证 第 二 项 也 很 小 ， 
故 V(t,x) 连 续 , 证 毕 。 
定理 3.9.3 设 对 于 常数 L >0 和 非 减 的 正 函 数 c( 纪 有 
1) a(t) || x |2<xTG(:)x<La(t) || x |? 
2) PIGE, x) |<] x] В>1 
其 中 F(z,x) = f(t,x) = f(t,0)x 


G(t) = [owt s.t)w(s,2)ds 


J(z tO BERAHA(3.9- NAH MERA, 
则 (3.9-1) 式 的 零 解 是 一 致 Lipschitz 稳定 的 。 
证 : 取 V(t,x)=x'G(t)x, BR G(t) AMER. 


V заа TGC )x +AT) fale ,0) 2 +2416 (1) F(x) 
(3.9-9) 
这 里 f(t,x) = f,44,0)x + FG,x) 于 是 由 
WED = у(,1)/4(:,0) 
си) == 14 [EEs + (st) MEE as 


HII С) =- 1- fe(t,0)G(e) - C(t) felt) 
于 是 由 (3.9-9) 式 得 
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Vv 
av lg. =- xx + ax?G(24) F(t, x) 


<- xx + xy < 0 
V(t, x(t, to,x0)) SV (to, xo) 
再 由 和 定理 条 件 知 , 取 
Le !(t)alt 
м тат >0 
便 得 到 解 的 一 致 Lipschitz 稳定 性 。 | 
定理 3.9.4 ЖҮРЕ У(т,х)Є C[Gu, RIM о, o> € K # 


得 
e (|x SVa, х)<ф( E x]|) to 
[im 2122'S) < = const M21 
so" 5 
oF эр0 ti 之 加 
则 (3.9-1) 式 的 零 解 一 致 Lipschitz 稳定 。 
证 :因为 ‚2. 
gif | x(t, toxo) | )<V(zt,x(t,to,X0)) 
< e> ( | х(2,10,х0) | ) 
Н. V(t,x(t,t9,X0) SVC to, хо) 
故 pi | x(t,to,Xo) | )< V(to, xe) Repo | Xo | ) 
从 而 | x(z, to,xo) | <i! go || xo || )<M || xo l 


510 非常 稳定 与 相对 稳定 [33.271 


在 考虑 一 个 解 p(z) 的 Ляпунов 意义 下 稳定 时 ,是 假设 这 个 
解 p( 纪 是 已 知 的 ,然后 通过 变换 ,化 为 另 一 个 系统 的 零 解 的 稳定 
性 来 研究 ,然而 , 绝 大 多 数 微分 方程 的 解 无 法 求 出 ,仅仅 知道 始 值 
条 件 , 无 法 精确 地 判定 通过 该 始 值 的 解 , 严 格 地 说 来 , p(:) 表 达 式 
是 未 知 的 , 故 化 为 另 一 个 系统 的 零 解 时 ,方程 中 仍 含有 未 知 的 
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. @(:) ,因此 讨论 以 下 一 类 更 强 的 稳定 性 是 很 有 实际 意义 的 ,特别 
地 ,这 类 稳定 性 的 研究 对 于 周期 解 . 概 周期 解 的 存在 性 的 研究 很 有 
帮助 。 | | 


з = f(i,x) flt,x) € СІ x К", "1 (3.10-1) 
保证 解 的 唯一 性 。 


ENX 3.10.1 称 (3.10-1) 式 的 解 是 关于 ( 互 ” ,H)CH* <H) 
一 致 非常 稳定 的 , 若 Ye>0, Vto€EI,35(e)>0, VYxo€ Sy, 
V уоЄ 5н5н & fx, Ilx |<H*], ЖФ H* ,H 为 正常 数 。 

当  |lxo- yo | <8()® Ж 

| x(z,to, xo) — y(t, 20,70) | < є (t Z to) 


#K(3.10-1) RAK F (H* ,H)— BAER IRA V e >0, 
15020 Ж T(e) 20,818 V xE 5н", V y € S * , | xo yo || 
< 8o 时 ,对 所 有 t 之 to+ Tle) 有 | 

|х(т,у,х) — y(;,to, Yo) Il <€ 

若 (3.10-1) 式 关于 (号 * , Н) ЗЕЕ, Н – ЭЕ 
引 , 则 称 (3.10-1) 式 关于 ( 瓦 * ,五 ) 一 致 非常 渐 近 稳定 。 

定义 3.10.2 É H= +eo, 称 (3.10-1) 式 的 解 一 致 距 离 有 
界 , 若 Va>0, 30(a)> 0, 4ilxo-yo ll <a 时 有 

| x(t, toxo) — y(t,to,yo) || < Bla) (t > to) 

称 (3.10-1) 式 的 解 对 给 定 的 界 B 毕竟 距离 有 界 , 若 先 给 定 В 
>0, 对 Ya>0,3T(a)>0 , "4 || xo- уо | Sa 时 ,对 所 有 的 z 
210+ T(a) 有 

| x(t, t9,X9) — y(t,to,yo0) | < B (3.10-2) 

定理 3.10.1 BEE V(:,x,y)€ C![Ix Rz x Р", К" И 
之 满足 

1) glx- y DSV G, x y Splay) P1, фә 
EK | 
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2) аву = эр + УС, x) + бу (т, у) SOLS 
-p(x-yl)] , Єк 
则 (3.10- 1) 式 的 解 关于 任意 (万 *, 瑟 ) 为 一 至 非常 稳定 [一致 非常 
渐 近 稳定 ]。 


证 :Ve>0 取 8(e)= фу (рае) ,于 是 有 
piC | x(t) — y(t) 1) V(t, x(t), y) 
<V(to,x(to), у(20)) < 92 || zo — yo ||) 


< ф›(8(е)) = ailFe) 


故 | x(e)—y(t) ll <> < (22220) 


ЖАЛП (310-1) RAF (H* , 互 ) 为 一 致 非常 稳定 。 
仿照 一 致 渐 近 稳定 的 证 明 ,可 以 证 明 在 条 件 


У елор СУП) 下 , 必 有 
lm || x(t) - y(z) =0 
定理 3.10.2” 若 存在 V(r,x,y)€ C[I x R* ХЕ", К], 
EELA] x-y >R 上 满足 


1) е4(Їх-—-у)<У(т,х,у)&ф;( \х—у|), pE 
KR 
D Y os so = + убх) + S(t VSO 
[<-g(llx-yl)] YEK 
则 (3.10-1) 式 的 解 一 致 距离 有 界 [毕竟 一 致 距 离 有 界 ] 。 
证 :可 以 仿照 本 章 关 于 一 致 有 界 、 一 致 耗 散 的 定理 证 之 ,详细 
证 明 , 留 给 读者 。 
例 1 考虑 方程 
r+ Кх) +< = e(t,z) (3.10-3) 
其 中 f(y) 连 续 不 减 , 且 elt, rE, WME V y, z€ R 
(у = z)le(t,y) – e(t,z) + f(z) — Ру) < 0 
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则 (3.10-3) 式 的 解 一 致 距离 有 界 。 
事实 上 , 令 == у, 则 (3.10-3) 式 化 为 方程 组 


人 (3.10-4) 
y=-a- fly) + e(t,y) ` 


并 考虑 同一 形式 的 方程 组 


v =-u- (о) + elt,v) (3.10-5) 
+ У(х,у,и,о) = (х-и)? + (y-v)? 
则 X = 2(y olf- flv) 


+ а(у = v)ie(t,y) —e(t,v)} <0 
故 由 定理 3.10.2 知 (3.10-3) 式 的 解 是 一 致 距 离 有 界 的 。 
下 面 介绍 相对 稳定 性 的 概念 。 
介绍 这 类 稳定 性 之 前 , 先 说 一 个 实例 。 
例如 ,在 两 电机 同步 的 调节 系统 中 ,可 以 简化 出 下 列 系统 


‘dt =- рх + filt) + и, 
d» =- py + f>(t) + uz р> 0 


filt), РС) @ B НО А. ит, uz 为 两 个 控制 变量 ,实际 问 
BP, BOR MF MA EMRE є >0, 应 如 何 选取 控制 ,使 得 
l(t, tozo) — у(2, 070) | < є ‚Ж |хо— у01< (6) 这样, 电机 
系统 才能 稳定 地 工作 。 

现在 把 这 个 问题 上 升 到 一 般 的 概念 。 

考虑 两 个 不 同 的 系统 


* = JG,z) fE CĪIxR”,R”"] (3.10-6) 


ы. g(t,y) g € C[Ix R",R"] (3.10-7) 


两 个 方程 都 可 保证 解 的 唯一 性 。 
定义 3.10.3 称 (3.10-6) 与 (3.10-7) 式 的 解 是 相对 稳定 的 
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(相对 一 致 稳定 的 ), 若 Ve>0，VtioET, 36=6(z0,e)>0 (d= 
d(e)), 5 || zo- yol <š 时 有 
l x(¢,t9,¥0) 一 tt <e Gto) 
称 (3.10-6)、(3.10-7) 两 式 的 解 是 相对 吸引 的 (相对 一 致 吸 


引 ), 若 Ve>0, 10E€1,300=o(t0) (cs =a) Ж T= T(t0,e) (Т 
= T(e)), 当 || ту Уо | < с Н 
| х(2,0,х0) — y(t,to,y0) | <£ G> +T) 

著 (3.10-6)、(3.,10-7) 两 式 的 解 相对 稳定 , 且 相 对 吸引 , 称 为 
相对 渐 近 稳定 ; 

若 (3.10-6)、(3.10-7) 两 式 的 解 一 致 相对 稳定 ,上 且 一 致 相对 吸 
引 , 称 为 相对 一 致 浙 近 稳定 。 

定理 3.10.3 若 存 在 V(t,z,y)EC'[IX R*x R",R* И 
得 

1) \(Ї\х-у| )<V(t,z,W<m(lla-yll) (Ф, 
g2€ K) 


2) ЗУ owen = + Gof (tet) + a(t ,y)<0 
[<-¢(llx-yll)] YEK 
则 (3.10-6) 与 (3.10-7) 式 的 解 相 对 一 致 稳定 [相对 一 致 渐 近 稳 
定 ]。 
证 明 的 方法 与 定理 3.10.1 类 似 , 故 略 。 
例 2 考虑 两 个 系统 


бт 1 
a (3.10-8) 
a — zí Р(х) + e(t, 22) | 
Woy 
与 ү, | (3.10-9) 
а — yi (52) + h(t, у) 
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ae 


右 (zz-y)(FCzz) — g(y⁄2)) 20, H. 

(22 — уз) (elt, x2)— h(t, y2)) <0 
则 (3.10-8) 与 (3.10-9) 两 式 的 解 是 相对 稳定 的 。 
可 以 仿照 例 1 证明, 请 读者 完成 。 


”$11 集合 稳定 性 与 吸引 性 033`.37] 


Ляпунов 研究 动力 系统 孤立 平衡 位 置 的 稳定 性 与 吸引 性 的 方 
法 ,可 以 进一步 推广 来 研究 更 广泛 的 一 般 流 形 或 集合 的 稳定 性 与 
吸引 性 ,这 种 更 广泛 的 稳定 性 ,吸引 性 理论 上 包含 了 前 面 已 讨论 过 
的 许多 种 稳定 性 、 有 界 性 吸引 性 、 耗 散 性 作为 特例 ,许多 学 者 对 此 
都 有 过 研究 。 

考虑 一 个 系统 | 

deof) 这 里 JECLIXR",R"] (3.11-1) 


设 M(z) 为 Ix R" 空间 的 一 个 集合 。 例 如 由 xo€ 0 = Ix, 
Ix 上 入“} 出 发 的 全 体 解 集 , 就 可 以 构成 解 和 能 x (1, zo, xo) 集 合 ， 
用 Jr 表示 M(t) 在 К" 上 的 投影 。 

M(z) 可 以 是 一 个 流 形 或 者 是 任意 的 集合 (有 界 或 无 界 )。 

令 Mlo)Ž x| (0,x)E MI 表示 超 平面 上 = c 与 M 的 交集 。 

WEE К" 中 存在 紧 集 Q ,使 QD Oy, Ж M 是 有 界 的 ,用 
p(x, MEI x 到 rw 的 最 小 距离 , 即 

о(х,м)® nf Пу! (3.11-2) 


设 M(c,e) 是 М(с) ЖЕ R” 中 的 = 邻 域 , 即 表示 M(c,s) 中 
的 点 到 M(c) 的 距离 不 超过 e ,如 图 3-5 所 示 。 

以 下 定义 中 所 述 集合 M 的 稳定 性 、 有 界 性 、 吸 引 性 等 都 是 指 
M 对 微分 方程 (3.11-1) 的 解 形 成 的 流 而 言 ,为 了 行文 简洁 ,将 “ 关 
于 微分 方程 (3.11-1) 的 解 " 一 语 通 通 略 去 。 

定义 3.11.1 KEG M 稳定 (一 致 稳定 ), 若 Ye>0, Ya> 


91 


上 一 G 


用 zu 表示 MOE R 上 的 投影 


t 


图 3-5 
0, YtoEI,Ij68=6(to,e,a)>0[36(e)>0], 使 得 当 Y xo € 5, 
#|x| «аја, | 
e(xo,M(to)) < 8(то,є,а)[ de, a) | 
p(x(t,to,x9),M(t)) < є t = to 
ЖУ 3.11.2 ЖЖМ, x(t, toxo) М, 
о, Æ R” 499M, (HBV z € р # e= К", WK M 全 局 吸 
引 。 
称 M 为 全 局 一 致 吸引 的 , 若 Ve>0,YV7>0,Va>0,VtioE 
І,аТ(е, 7) >20, 4 
хоЄ 5, = (х1 1х | <<! обхо, М(0))< 30) Etot T Bf, 
# e(x(t,to,x0) M(t))<e 
”定义 3.11.3 BHA M 稳定 且 吸 引 , 则 称 它 是 渐 近 稳定 的 ; 
BES M 一 致 稳定 旦 全 局 一 致 吸引 , 则 称 它 是 全 局 一 致 渐 近 稳 
定 的 。 
定义 3.11.4 称 (3.11-1) 式 的 解 与 集合 М 的 距离 为 一 致 有 
界 的 , 若 V 7 >0,Va>0, YtoE1T,3B(7)>0, 使 当 Axo€ S, E. 
plx, M(to))< q RF, A 
e(x(t,t9,X9)M(t)) < BC) (z to) 
集合 稳定 性 吸引 性 的 概念 是 十 分 广泛 的 。 
例如 : 若 M(t) = {1x0|, 则 上 述 集合 稳定 性 、 吸 引 性 正 是 
Ляпунов 意义 下 平衡 位 置 x =0 稳定 性 与 吸引 性 。 
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A M(z)= (1х x(t,to, xo) |, HARGB3.U-DA BRAS, W 
上 述 集合 的 稳定 性 、 吸 引 性 便 是 Poincare 意义 下 的 稳定 性 ,等 等 。 

定理 3.11.1 如 果 存 在 函数 

V(t,x) ECIIXGH.R] Gy Z|x | d(x,MG(:)) < H| 

满足 

1) gi(o(x, MD)))SVItr) 和 po(o(xMCN))) © gr, 
ФфЄ K 

2) D V(e,x) |з.) 0 
WEA М 是 一 致 稳定 的 。 

证 :Ye >0(e>H),Y (to,x0o)EGpxT, 取 

ë= pilpil) (е = фу (ф(8))) 

当 p(xo,M(to))<6 时 有 

pilox), MODS V(t, xlt, to,X0)) < V (tos x0) 

: < g@2(p(xo, M(t0))) < Ф208) 
从 而 р(х(:),М(ғ)) < ф!(ф(8)) =e (to) 
故 М(:) аж, 

i 为 了 只 得 到 М 稳定 的 较 弱 结论 ЕИ 3.11. 1 的 条 件 1) 
中 pz 可 以 取消 。 

定理 3.11.2 如果 存 在 V(:,x)C€C CLIX Е", R" WS E 

1) ф. (p(x,M))<V(t,x)<e2(e(x,M)) Фі, Ф Є 
2) Убх) y(p(x,M)) YEK 
则 M 全 局 一 致 渐 近 稳定 。 

证 ;因为 定理 3.11.2 的 条 件 显然 蕴涵 定理 3.11.1 的 条 件 , 故 
M 是 一 致 稳定 的 。 

下 面 证 明 M 是 全 局 一 致 吸引 的 。 

Ve>0,V7>0, Va>0,Vin€l, 因为 


йу) <- ylp(x, M(z))) Н 
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gi (p(x),M(t)) < V(z,x(t)) < ex (р(х, M(t))) 
故 有 p(x(t),M(t)) > ө;!(У(ї,х(#))) 
$V (tyx(t)) < Фр V Gal) 
dV(z,x(z)) 
J( p21(t ,x(t))) 
Ne ,х(1)) dV ( 
vapa plp СУ (z, xG 7 


УС СА )) dV 
wa PVG, a) > Et 


& Vito) < pa(p(xo, M(t0))) < ф›( 1) 


FEA 
<° -x(t,)) dV 
POSS vce ФСФ (У(т,х(т)))) 


ФО) dV 
< - | 
on M(t) d(g2'CV(t,x(t)))) 


<- dt 


to) 


=" dV . 
gplx ME Pp! (V(t, x(t)))) 
ФО) dV 
unra x(t)))) 
ФО) dV 
取 Тете, > "o aru x) 
显然 当 t 之 to+ THA 
io . dV 1- 
plet) M(2))) ФСФ ( V(z ,x (z2))) > 
-fe dV 
p) plp (VG, GN.” 
从 而 pile) Z gi(p(x(t),M(t))) 
Вр o(x(t),M(t))<e (ttot Т(є,т)). 
于 是 M 是 全 局 一 致 渐 近 稳定 的 。 


— to - Т >®0 


第 四 章 ” 非 线性 控制 系统 


自动 控制 理论 的 发 展 是 以 Maxwell 对 watt 离心 调 速 器 的 稳 
定性 分 析 开 始 的 [557 ,本 世纪 40 年 代 , 苏 联 学 者 Jlypre, Постников 
等 提出 了 处 理 一 类 非 线 性 控制 的 方法 [50 ,JIyppe 等 从 许多 实际 控 
制 系统 出 发 ,特别 是 飞机 自动 驾驶 仪 的 Ъулгаков [9] 题 [50.521 , 先 将 
系统 的 非 线性 部 分 孤立 出 来 , 视 为 反馈 控制 ,使 系统 具有 闭环 控制 
系统 形式 ,并 提出 了 著名 的 Лурье 问题 ,到 目前 为 止 ,围绕 这 个 问 
题 进行 研究 的 专著 多 本 ,论文 数 百 篇 ,JIypse 问题 的 提出 ,实际 上 
开创 了 不 确定 性 系统 或 多 值 微分 方程 Robust 控制 的 先河 , CHE 
要 性 不 言 而 喻 。 | 

本 章 , 除 了 简略 地 介绍 前 人 的 主要 结果 , Ляпунов — Лурье 型 
V 函数 法 S 程序 及 Popov 频率 判 据 等 充分 性 判 据 , 主要 是 介绍 我 
们 所 得 到 的 关于 绝对 稳定 的 充 要 条 件 , 及 由 此 充 要 条 件 所 派生 出 
来 的 一 系列 充分 条 件 ,其 中 有 不 少 是 构造 性 的 代数 判 据 。 


81 离心 调 速 器 工作 原理 与 一 般 Лурье 控制 系统 


首先 简略 地 陈述 一 下 离心 调 速 器 的 工作 原理 1 ,如 图 4-1 所 
示 ,发 动机 的 角速度 o 由 离心 测速 器 1 测定 ,测速 器 通过 杠杆 2 
AIS З 以 及 伺服 机 4 连接 ,4 拔 动 调节 机 构 5, 使 发 动机 始终 维 
持 正常 的 转速 , 当 发 动机 由 于 负荷 减轻 而 使 转速 增加 时 ,测速 器 的 
套 管 便 上 升 ,通过 杠杆 带动 滑冰 上 升 ,高 压 油 通过 孔道 进入 伺服 机 
汽 生 的 正 室 ; 同时 原来 留 在 下 室 的 油 由 下 孔道 排出 ,于 是 伺服 机 的 
活塞 下 降 , 拔 动 调节 机 构 减 少 燃料 的 供给 量 ,使 发 动机 的 角速度 减 
小 ,而 当 发 动机 的 运转 速度 低 于 正常 速度 时 ,伺服 机 向 上 拨 动 调节 
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BLR ,增加 燃料 的 供给 量 ,使 发 
动机 转速 增加 ,调整 调 速 器 的 
人 负 反 馈 作 用 ,始终 维持 发 动机 
的 转速 稳定 在 一 个 额定 的 常 
数 。 众 所 周知 ,一 个 发 电机 经 
常 在 用 电 户 的 用 电量 不 断 变 化 
下 工作 ,如 果 发 电机 不 能 稳定 
地 维持 在 一 个 额定 的 转速 ,其 
危害 轻 则 使 用 电 户 得 不 到 稳 压 图 4-1 
电流 , 重 则 可 能 带 来 毁灭 发 电机 的 灾难 性 恶果 。 

详细 分 析 发 动机 运动 方程 离心 调 速 器 工作 原理 .伺服 机 的 方 
程 以 及 反馈 杠杆 方程 ,并 加 以 规范 化 ,最 后 可 得 (详细 推导 可 见 文 
#171) | 


day 
чр = Ч + ays 
бхз _ 
dt “3 
d (4.1-1) 
x | А 
FH = ах t A273 
d 
Fr: = (о) 
б = Сух] + сәлә (4.1-2) 


其 中 fo) 满足 £(0) =0, of (с) >20, М 640,10 f(o) 一 般 是 未 知 
的 函数 。 

人 们 要 求 , 对 于 满足 上 述 条 件 的 任意 函数 f(o) ,平衡 位 置 zi 
= z, = хз = z, = 0 是 全 局 渐 近 稳定 的 , 即 要 求 发 动机 系统 稳定 地 
维持 额定 的 转速 。 

推导 特殊 的 模型 上 升 到 一 般 非 线 性 控制 系统 ,1944 年 左右 ， 
苏联 数学 控制 论 专家 Лурье 从 飞机 自动 驾驶 仪 的 研究 中 提出 了 
如 下 形式 的 不 确定 性 微分 方程 组 
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dx = Ax + bf(o) 

РА 

| (4.1-3) 
в = сїх = Yew, 


式 中 A= (а), ,为 常数 矩阵 ,x € R" 为 状 量 列 向 量 ,c,bE R" 
是 已 知 的 列 向 量 ,o 是 反馈 控制 变量 , f(c ) 是 非 线性 函数 , 它 的 具 
体形 式 未 知 , 仅 知道 它 属于 某 类 函数 集 ,现在 定义 这 些 函数 集 : 


Fi) S | f 1 f(0) = 0,0 < ar(c) < ka2, o £0, f 连续 | 
Ко) £ | f | AO) = 0,0 < of(o) < 2,0 Z 0, f 连续 | 


Fo Ž {f1 fO) = 0,of(c) > 0,34 о Z 0 Bf, f 连续 | 

实际 问题 中 许多 非 线性 反馈 控制 都 可 能 化 为 (4.1-3) 型 ,但 flo) 
究竟 是 o 的 怎样 的 非 线性 函数 ,不 得 详 知 , 它 只 能 借助 于 实验 记 
录 而 得 ,而 这 样 的 实验 又 只 能 在 一 个 特定 的 不 变 负荷 下 进行 , 故 
Ac) 与 该 负荷 有 关 , 仅 知 FE FoR f€ Fi, BR f€ Fo KE 
知道 很 少 ,因此 系统 (4.1-3) 是 一 个 典型 的 不 确定 性 系统 。 

例如 ,上 述 离心 调 速 机 的 控制 信号 o 和 滑 阀 位 置 的 改变 与 
AS REE, f(a) 表 示人 伺服 机 的 进 油 量 , 它 是 滑 阀 口 张 开 程度 的 非 
线性 函数 ,除了 知道 o >0, f(ao)>0( 伺 服 机 汽 包 的 上 室 油 量 增 
加 ),o<0, fl) < EAMES), (0)=0, 其 它 知 道 很 少 。 

故 JIyppe 控制 系统 (4,1-3) 实 则 为 一 多 值 微分 方程 组 ,或 称 
为 微分 包含 ,或 称 为 不 确定 性 系统 。 

人 们 把 这 类 控制 系统 (4.1-3) 式 分 为 三 类 [571: 

1 直接 控 制 系统 ,如 果 (4.1-3) 式 中 的 矩阵 A 为 Hurwitz Н 
Ё; 

2) 间接 榨 制 系统 ,如 果 (4.1-3) 式 中 的 矩阵 А 仅 有 一 个 零 特 

征 值 ,其 它 特 征 值 具有 负 实 部 ; 

3) 临界 控制 系统 ,如 果 (4.1-3) 式 中 的 矩阵 A 无 正 实 部 特征 
值 。 

定义 4.1.1 称 系统 (4.1-3) 式 的 零 解 是 绝对 稳定 的 , 若 Y 
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Co)EF-,(4.1-3) 式 的 零 解 为 全 局 稳定 ; 称 (4.1-3) 式 的 零 解 在 
Hurwitz ARLO, k ] 内 绝对 稳定 , 若 Y fC) E Fi, (4.1-3) 式 的 
零 解 全 局 稳定 ; 称 (4.1-3) 式 的 零 解 在 Hurwitz 角 域 [0,&) 内 绝对 
稳定 , 若 Y fc)E Fro (4.1-3) 式 的 零 解 全 局 稳定 。 

从 上 述 定义 看 ,绝对 稳定 性 本 质 上 是 一 种 Rubost 稳定 性 。 究 
竞 什么 是 Лурье 问题 ,这 里 把 一 些 权威 的 提 法 介绍 于 下 , 供 读者 
参考 。 

美国 著名 数学 家 Lefschitz HES HB: 

所 谓 Лурье 问题 ,就 是 寻找 (4.1-3) 式 关于 下 绝对 稳定 的 充 
要 条 件 。 : | 

谢 惠 民 教 授 的 专著 5 也 提 到 Лурье 问题 即 寻 找 (4.1-3) 式 关 
于 [0,&] 绝 对 稳定 性 的 充 要 条 件 。 

他 们 都 没有 限定 充 要 条 件 的 具体 形式 。 f 

Айзерман 在 A, b ,c 的 参数 空间 中 定义 集合 M , 他 认为 寻找 
(4.1-3) 式 零 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 等 价 于 把 МСК" x R" х 
R" 找 出 来 ,使 A,b,c EM ,系统 (4.1-3) 的 零 解 是 绝对 稳定 ,他 认 
为 这 个 问题 至 今 仍 未 解决 。 

如 果 按 后 者 的 提 法 这 个 问题 能 够 解决 ,当然 是 很 理想 的 ,但 现 
在 已 有 的 绝对 稳定 的 较 一 般 充分 条 件 对 应 的 M 是 一 个 怎样 的 集 
合 尚 不 清楚 ,何况 充 要 条 件 , 因此 ,我 们 认为 任何 有 助 于 推动 
Лурье 问题 的 研究 的 方法 都 是 有 意义 的 。 

先 讨论 Лурье 系统 (4.1-3) 式 绝对 稳定 的 必要 条 件 。 

定理 4.1.1 下 列 条 件 都 是 (4.1-3) 式 绝对 稳定 的 必要 条 件 ; 

1)Ve>0,[0<e<k] 

Atebe’ H Hurwitz ЖЕ; 

2)Вел(А)<0, в A 的 所 有 特征 值 全 部 在 复 平面 的 闭 左 半 平 
面 内 ; 

3) єїр<<0; 

Д) # A 为 Hurwitz HF, Д) СТА 1020, 

证 ;1) 令 flo) = єс = ec'x, 则 (4.1-3) 式 变 为 
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qX = (A + be?) x (4.1-4) 


(4.1-4) 式 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 , 故 A + ebe 稳定 ; 

2)# A 至 少 有 一 个 特征 值 具 有 Кел, (А) >0, 根 据 特征 值 对 
矩阵 元 素 的 连续 依赖 性 ,总 可 以 选取 s。0<e< 和 1, 使 + ebe" 也 
至 少 有 一 个 特征 值 Mo 具有 Кело(А + ebc7) >0, 与 绝对 稳定 矛盾 ， 
故 Rea (А)<0. 

3) 若 ep>0, 令 f(o)= ho, 则 (4.1-3) 式 变 为 


ду = (A +АЬе!)х (4.1-5) 


НЭ ВЕ be? ОУ trbe = cfb , 4 cb>0,h>1, WA 
tr(A + hbe?) = ПА + htrbe™ = ПА + hcb > 0 
故 (4.1-3) 式 零 解 不 稳定 ,与 绝对 稳定 性 矛盾 ,所 以 cTb<0, 
其 实 , 此 类 必要 条 件 还 可 以 得 到 许多 ,因为 任意 一 个 f(o)€ 
F. ,或 (0)E€ Flo, y, (6) Є Fio,iy 都 可 以 找 出 相应 的 必要 条 件 。 
4) 因 为 A 和 A + ebe! 稳定 ,0<e<1, 故 对 于 4=0, 有 
det(JA — (A + ebc?)) = де IA — A)-det(I-¢ (IA - A) кт) 
= дец ТА — А) ае 1 – gel (IA — A)~'b) 40 (4.1-6) 
# СТА -16<0, 则 存在 so>0, 使 得 | 
1- єлє (— AJ 1b =1+e9c07A 1b = 0 (4.1-7) 
(4.1-7)49(4.1-6) FB cTA 716220, 


82 直接 控制 系统 绝对 稳定 的 Лурье A 
设 (4.1-3) 式 为 直接 控制 系统 , 即 A 为 Hurwitz Ж Ё, Лурье 
最 先 采 用 了 如 下 的 二 次 型 加 积分 项 的 Ляпунов 函数 
Vix) = xTpx + Bl’ f(s)de (4.2-1) 


其 中 对 于 任意 给 定 的 正定 矩阵 B ‚Ляпунов 矩阵 方程 
ATP+PA=-B (4.2-2) 


99 


有 唯一 对 称 正定 盾 阵 解 P。 
ЖИ 4.2.107 ”车 存在 常数 8 宇 0, 及 对 称 正定 矩阵 PP, 使 
(4.2-1) 式 的 解 沿 (4.1--3) 式 的 导数 


10.1.3) = — xTBx + (ВТА + 207Р) xf(c) 


+ Pe bf? (с) (4.2-3) 
负 定 , 则 (4.1-3) 式 零 解 绝 对 稳定 。 
这 个 结论 ,是 不 证 自明 的 ,因为 它 是 Ляпунов 全 局 稳定 性 定 
理 的 特例 ,困难 的 问题 是 如 何 判定 (4.2-3) 式 的 负 定 。 前 人 在 如 何 
判定 (4.2-3) 式 负 定 的 问题 上 ,产生 过 一 些 疏 忽 , 遇 到 过 一 些 挫折 ， 
后 来 不 断 被 后 人 指正 ,这 些 仍然 值得 我 们 借鉴 , 现 予 以 介绍 ， 
Jlypse.Jlerop. Малики 曾 将 (4. 1-3) 式 增加 一 个 方程 写 为 
OX = Ax + bf(o) 
(4.2-4) 
de = сТАх + с (о) 
把 (4.2-3) 式 视 为 关于 (* , F(c)) 的 二 次 型 ,用 Sylvester 条 件 来 判 
定 (4.2-3) 式 的 负 定 性 。 
为 了 使 (4.2-3) 式 成 为 (x,f(o)) 的 二 次 型 ,应 有 8>0, 不 失 
一 般 性 , 设 8=1, 即 
V(x) = ара + | f(a)do 
得 到 
- i la. = xTBx ~ (eTA + 2b7P)xf(o) ~ cbf? (o) 
| © (42-5) 
的 右边 的 系数 满足 Sylvester 正定 条 件 ,因而 断言 (4.1-3) 式 的 零 
解 绝对 稳定 ,然而 , 诚 如 好 些 文献 所 指 那样 ,这些 充 分 条 件 是 空 的 ， 


事实 上 , -起 永 不 可 能 关于 (x,f(o)) 正 定 ,关于 (x,/(o)) 正 定 


的 Sylvester 条 件 的 最 后 一 个 行列 式 恰恰 小 于 或 等 于 零 。 
只 需 取 极 特殊 的 f(o) = s 就 可 以 看 出 此 法 失效 的 原因 ,此 
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时 ,(4.1-3) 式 就 变 为 
(4.2-6) 


(4.2- 6) 式 的 后 一 个 方程 其 实 是 前 面 几 个 方程 的 线性 组 合 ,不 是 独 
立 的 方程 ,如 今 把 它 形 式 上 看 成 一 个 新 的 独立 的 方程 , 而 作 
Ляпунов 函数 。 i 


V = x'Px + a 


IY | 2. х,о 负 定 的 话 , 则 意味 着 (4.2-6) 式 把 6 
看 成 一 个 独立 变量 ,其 零 解 也 应 是 渐 近 稳定 的 ,从 而 矩阵 
A dh 
СТА c'b 


А В A b 
应 是 稳定 的 ,然而 显然 det| 7。 n| = 0, 故 | о | 不 是 和 


定 的 ,这 就 说 明了 此 法 失效 的 原因 。 然 而 , 形 如 V(x) = xTPx + 
| Flo)do 的 Ляпунов 函数 仍然 是 用 来 判定 绝对 稳定 的 一 个 有 效 


的 V 函数 ,为 了 得 到 绝对 稳定 的 结论 ,只 需 设法 判定 |, |, 关 


T x 负 定 ,没有 必要 判定 关于 (x ,Ac)) 负 定 ,而 判定 (4.2-3) А 
关于 x 负 定 ,又 往往 是 极 困 难 的 ,这 恰恰 是 前 人 为 绕 过 这 些 困难 而 


BiB HAL Fa RA АЧЫ ,也 是 后 人 为 克服 判定 SY 关于 x 负 定 的 困难 


而 发 现 新 方法 ,新 技巧 的 动力 ,然而 ,在 相当 长 的 时 间 内 ,相当 多 的 
人 在 围绕 着 如 何 判定 (4.2-3) 式 关于 x 负 定 作文 章 。 


83 判定 Joyaog-Jypre 型 У 函数 导数 负 征 的 S 方 法 


首先 ,证 明 一 个 重要 的 等 式 [57'18]。 
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51E 4.3.1 设 有 实 对 称 和 矩阵 
Kd 
dT | 
其 中 KER”””,KT=K,dER",rER!, W Q 正定 的 充 要 条 件 为 
1)K 正定 , 且 7 一 d1K“~id >0, 或 者 为 一 个 等 价 的 条 件 ; 
2)r>0,K — аат 正定 。 
证 :利用 线性 代数 知识 ,从 下 面 两 个 等 式 就 可 以 得 到 引 理 的 结 


a | 


论 。 

{ -Ta b i | 0| |k -ta j 

0 1 Tr [el 0 r 
(4.3-1) 

LA | К en 

—dK 1! la? r! lo 1 1 lO г-к 
(4.3-2) 


所 以 引 理 结论 成 立 。 

然后 指出 ,用 Ляпунов – Лурье 型 函数 
V(x) = xTPx + Al /\в)да (8 > 0 PÆRE) (4.3-3) 
5 . 
W(x) = xTQx + | (oj)dr (О ЕЕ) — (4.3-4) 
的 效果 是 等 价 的 。 

后 者 显然 是 前 者 的 特例 ,而 后 者 只 要 令 Q= ЕД W(x)= 


8 
VOO 便 可 化 前 者 为 后 者 。 


这 样 ,只 须 用 后 者 从 而 可 减少 一 个 参数 。 

FANE Лурье 本 人 所 提出 的 判定 (4.2-3) 式 关于 x 负 定 的 
S$ 程序, 如 果 f(oc)EF, 则 (4.2-3) 式 加 \ 减 同一 项 2reix, 其 中 > 
0 ,为 待定 常数 ,使 (4.2-3) 式 变 为 
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_ av (41-3) = x' Bx — 27А + bP + re’) 
хў (с) – clhf?(a) + 2тс!х/(в) 


= — S(x,f) + 2207 (с) (4.3-5) 
显然 ,如 果 


S(x, f) ExTBx -2( 守 CTA + b'P 
+ te?) х (о) - cbf (oc) (4.3-6) 

KF (x, EE MY | 41 RF x 负 定 。 
而 S(x, 有 关于 (x, 了) 正定 的 Sylvester 条 件 往 往 可 以 实现 ,并 且 
这 个 条 件 的 成 立 ,最 后 归结 到 关于 + 的 一 元 二 次 不 等 式 是 否 有 正 
数 解 的 问题 ,十 分 易于 验证 。 

因为 BIER BY x40, у= Br WA 
yB ly=xTB'B lBx= x'BB! Br = x’ Bx >0, 4 x40, K B`! 
也 正定 。 

因为 B 正定 , 故 S(x,f) 关 于 (x,f(o)) 正 定 的 条 件 为 

B - (АТ + РЬ + тс) 
det > 0 
- (АТ + Pb + x)" – сть 

而 此 条 件 等 价 于 


Bl O B - САТ + Pb + ze) 
det 


- (FAle + Pb + te)" -eip 


det 


E - BHF ATe + Ph + ze) 
=det 1 
- (Ate + Pb + re)” -cp 


=- eb- (FATe + Pb + ze)TB (È ATe + Pb + re) >0 (4.3-7) 


故 有 定理 4.3.1。 
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ЖЕЕ 4.3.1 如 果 存 在 一 个 对 称 正定 矩阵 В 和 一 正 数 r, 使 


al 


- Tb>(T Ale + Ph +7e)™B™ (Fate + Pb + rc) 


则 (4.1-3) 式 的 零 解 绝对 稳定 ,其 中 P 为 Ляпунов Ж[ 7 (4.2- 
2) 式 的 对 称 正 定 和 矩阵 解 151。 
推论 4.3.1 生生 me 


- сь > (> Ате + РЬ + ¢)'B™ E Ate + Pb + c) 


маі 3) 的 过 解约 对 检定 这 是 定理 4.3.1 中 + =1 的 情况 。 


2cfla)(o – f(a) (其 中 + > 0 8838) 
则 (4.2-3) 式 变 为 | 
dV _ T Lar 
Чү 1413 =~ x Bx + 2( Ate e + Pb + re)? xf(o) 


+ (¿fb — ŽE) (a) = 2zf(a)(a — FFO) 

У — Si(x,f(0)) - 2:700) (о ~ Gfla)) (4.3-8) 
因为 Ko)(c- 1f(a))>0 У 0520 
HE S.(x,f(e))= хЇВх -2( Ale + РЬ + ce) Txf(o) = (cf - 


2) (a) RF (x, flo) IER WG laz kF x 负 定 ,从 而 有 


下 列 类 似 的 定理 4.3.2。 
定理 4.3.2 若 存 在 一 个 对 称 正定 矩阵 B 和 一 个 正 数 ->0， 
使 得 


- (еъ) >( 4 Ale + Pb + 1c) B™ 4 Ale + Pb + te) 


则 (4.1-3) 式 的 零 解 在 Hurwitz оон, | 
如 果 (с) Є Ето ву, 0104.2-3) RF ТЭ [8] — A 2rl flo) (о 
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-prO LIEP O< el 为 任意 数 , =>0 待 定 , 则 (4.2.3) 式 
变 为 

dV __ T 1 ат T 

q; 101-3) = - x! Bx + 2(54 c + Pb + re)? xf(c) 


2r 
k+e 


Plo) —2/(в)(а - 100) 


ы _ 1 


= = 5›(х,/(а)) – 20/00) (0 – 1—00) (4.3-9) 
B 


S(x, f) = x!Bx -2(Ċ Ae + Pb + re) *xf(o) - (cb ~ 22) P(o) 


+ (cb — 


ЖР (х, f(o)) EE, WS [аз RF x 负 定 ,从 而 有 定理 
4.3.3, | 

定理 4.3.3 若 存在 一 个 对 称 正定 矩阵 B 和 一 个 正 数 + >0， 
使 得 


(cl - 25 


k +e 
则 (4.1-3) 式 的 零 解 在 Hurwitz 角 域 [0,&] 内 绝对 稳定 。 
上 面 的 方法 叫做 S 方 法 ,在 苏联 是 十 分 重视 的 一 个 方法 ,简便 


实用 ,但 S, IF (x, ТЕЛЕ RED |(.1.3) 负 定 的 充分 而 不 


必要 的 条 件 ,是 否 存在 这 样 的 系统 ,使 得 9& а 3) 关 于 x 是 负 定 


的 ,但 不 存在 r>0, 使 S(x, f) 正 定 ,如 回答 是 肯定 的 , 则 称 5 Ж 
序 是 有 亏损 的 ,否则 , 称 S 程序 是 无 亏损 的 。 文 献 [65] 举 了 如 下 
例子 ,说 明 S 方 法 确 有 亏损 ,例子 为 


> =— 2x + f(x2) 


) > (tate + Pb + re) TB (ТАТ + Pb + тс) 


Ge =- xx afl) 
详细 的 验证 可 以 参见 文献 [65]。. 
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$4 Ляпунов – Лурье 型 V 函数 导数 负 定 的 充 要 条 件 


本 节 介 绍 我 国学 者 55356 判定 形 如 V(x) = хТрх + 
[одао (P 正定 ) 的 二 次 型 加 积分 项 的 V 函数 沿 (4.1-3) 式 的 


解 的 导数 V 关于 x 负 定 的 几 个 等 价 的 充 要 条 件 ,这些 条 件 都 是 定 
理 4.2.1 的 补充 和 具体 化 ,我 们 在 (4.2-3) 式 中 取 8= 1, 

EE 4.4.105) 设 (4.1-3) 式 为 直接 控制 系统 , 则 (4.2-3) 式 
定义 的 V 沿 (4.1-3) 式 的 导数 


ду |ал-3) =— xTBx + (с'А + 2ЬЇР)х/ (е) + су (о) 
(4.4-1) 
关于 x 负 定 的 充 要 条 件 是 
1) W(x) = x"Bx - (cTA +2Ь1Р)х — eTb2>0, 
34 cly=o=0, (4.4-2) 


BN WW(x) 在 超 平面 c=0 上 半 正 定 ，; 
2) eTHH™ (Ale + 2P™)<0 (其 中 НЇВН = Е), (4.4-3) 
定理 4.4.1 的 证 明 过 程 较 长 ,请 见 文献 L551, 但 条 件 1) 仍 不 
好 验证 ,如 果 能 断定 W(x) 在 超 平 面 z= cx =0 上 的 下 确 界 非 
负 , 则 可 以 用 inf W(x)20 来 等 价 地 代替 条 件 1) ,文献 [56] 正 是 
基于 这 种 思想 ,但 采用 了 定理 4.4.1 的 思想 方法 ,证 明了 以 下 定 


о 


ЖЕЕ 4.4.207 设 A 稳定 ,给 定 一 个 对 称 正定 矩阵 В, 
V (с) © Fio, R Ляпунов 函数 (4.2-3) 式 。 


V(x) = xTPx + |) 


则 АЕ ~ х'Вк +2x7(Pb + Lac") f(a) + ehf? Co) 
(4.4-4) 
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RF x 负 定 的 充 要 条 件 是 
+ ~c'B'd>0 (4.4-5) 
ag — сїв-ї4)? -dB la- Tp >0 (4.4-6) 


这 里 q = 本 + 二 Are ,从 而 当 条 件 满足 时 ,(4.1-3) 式 的 零 解 绝对 
证 :因为 B КЕ, ВОК, НЕЛЕЕ Н, B = 
HHB = НН!) 8 (4.4-4)R EBA 
-dY (азу = х7Вх ~2x7( Pb +4 Ac") f(a) = съ (o) 
=x H Hx – 2x"df(o) -cbf (o) 
= (Hx)? (Hx) –2(Нх) (Н 1) 74у (с) – СТЬ (o) 
=[Нх- (Н!) уо) 17 [Hx = (H7!) у (о)) 
— (d™B ас) P(o) 
0 X x=0 
=< (Hx) (Hx) = xTBx>0 ` f(oa)=0 x40 
Uf?(o) , 4 f(6)40 


(4.4-7) 
< -1)\T 
其 中 U HLH ES ) - (H7 a "LH ZO ) — (H~')7a] | 
- (dB l)d-- cb (4.4-8) 
сТх _ o 1 
因为 ORO 


故 必须 且 只 须 证 明 , 对 任意 的 c?x 之 二 有 
U>0 
PETAR НЕЧА 
у = Hx -(H"')!d ` 
W U ANU = уу- p JEH p= TB d+ съ Ж x Sth 
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+ 
CH Ly + (HY) SF f (4.4-9) 
故 必须 且 只 须 证 明 在 R 的 闭 半空 间 (4.4-9) 式 上 有 
U>0 


易 证 p20, 4 y=0, U 委 0, 从 而 y=0 不 在 半空 间 (4.4-9) 
式 上 , 故 当 且 仅 当 


cH 1[0+ (H l)lq]= снн) 4 = ств a< (4.4-10) 
(4.4-10) 式 即 条 件 (4.4-5) 式 ,如 图 4-2 所 示 。 
显然 ,U 在 半空 间 (4.4-9) 式 上 的 最 小 值 在 超 平面 


сїн [y + (H !)!4] = + 
过 y=0 的 法 线 与 该 平面 的 交点 y= у 处 达到 。 


ЖЕЙ TH + (HOTS 


Ку: 
图 4-2 
A у? =à (cH 1)T À) 待定 。 
由 TH '[AGIH DT + (HO) Ta =F 
-eBid 
me a5 B Te 
故 U(y")=y"**y* -p>0 


等 价 于 在 半空 间 (4.4-9) 式 上 ,U>0, 即 
U(y*) = [A (TH -1)T]T[A (ТНТ!) 7] — р 
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= A*c™B'¢ — (dTB ld + сњ) 
= spay] ~ eB 14)#-41(В1)4- с> > 0 
(4.4-11) 
(4.4-11) 即 (4.4-6) 式 ,定理 4.4.2 证 毕 。 


仿 定理 4.4.2 可 证 下 列 推论 。 
推论 4.4.1 НАЖ, У (0) СЕ р, АЛ ЙП(4.2-3)Җ 


的 V 函数 , 则 9 |, „ЖР x 负 定 的 充 要 条 件 为 


+ _ Bd 0 (4.4-12) 


TE г, (1 —¢™B'd)* — d!B "lq — cb > 0 (4.4-13) 
ШЖК k = co BF = 0, MERE 4.4.2. 
推论 4.4.2 ” 取 形 如 (4.2-3) 式 的 V BR, MEV f(o ) Є 


Fo MIY 1.1.3) 关 于 x 负 定 的 充 要 条 件 为 
| e™B'd <0 (4.4-14) 


l __(ств-14)2 41В—14 -eld 0 (4.4-15) 
cIB-ic 、 


文献 [75] 给 出 了 下 列 有 趣 结果 。 
定理 4.4.3 ”如 仍 取 (4.2-3) 式 , 则 下 列 条 件 彼此 等 价 ,任何 
pe У а LIEF r 负 定 的 充 要 条 件 。 
n U(x) = хТВх —2dTx – cTb>0 当 cIx=0 
2) cIB lq<0 
此 即 定理 4.4.1 的 条 件 ， 


П «В 'la+/ eB 1C(dTB іа + cb) <0 
Тр -1 2 
Th + nT Rol (еВ 4) = 
Ш p cot gB ld ma, <0 


2) cB l4<0 
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其 中 а= САТ +2Pb) 


为 证 定理 4.4.3, 先 证 引 理 4.4.1, 
5198 4.4.1 任意 给 定 对称 正 定 和 矩阵 BLA 
c'b + d'B’ >20 


成 立 ,其 中 d= 十 (ATe+2Pp) РА + АТр = – В 
证 : fe V(x) = x!Px + | fle)do 
从 而 有 
B -d 
“lean = ӨТ) gr Д) 469 
因为 В 正定 , 故 detB >0。 


-1 
det И ' = detB 1! = (detB) 1 > 0 
Н 
| [ор | 
t 
“lo 1ll-dr -er 
E -B'd 
= det| =- c'b - d'B d 
~d™ -eb. 
É det 74 =(— cb — dTB 14) ° detB 
-di -eb i 


如 果 съ + В 'd <0, WUC — сть — dfB а) >0, В1(4.4- 
cb + d'B'd>0 
Mik I > I => 0 T A se АЕН 4.4.3 的 证 明 。 
ERE DORZ, EORIKK(4.4-8), HUE, V x9 X40, 4 cTyo 
>0, U(x9) >0. 
Stk rB d- SB mg tg 其 中 т 为 常数 ,于 是 
c'B ld- m Tp-1e = 


Ty = ,Tp-ig-C Ph Gü m 4.4-17 
ex=cB d IB le m ( ) 
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故 对 一 切 mE (0, + оо), U(x) >0, mi 
U(x) = x! Bx – 2d™x — ebb 


= [dr(B-D7 - В тил вчу] 


cB- le 
一 1 сїВ- 14 — -1 
BIB 'd- “pi, B'e] 
Тр-1 _ 
_ 2471871 -eB Be] - cb (4.4-18) 


因为 B 对 称 正 定 , 故 В {ЖАПЕ Е,АШ(В!)Т=В! 故 


U(x) = [47 - cB 4— т c | [Ba 一 ops "вл, | 


_oatl pig _ Bd -mp-1.)_ т 

2d"| B'a Е: c|- съ 

_ (е1В- lq — т)? 
ciBile 

1 2 cB !d (TB lq) Tp-1 T 

_ _ в-14- сЪ 
Вс" 2 Вс" t cB le d c 


这 是 关于 m 的 二 次 三 项 式 , 它 的 二 次 项 系数 为 -Fi>0 ,方程 


d!B lq — съ 


U(x)=0 的 判别 式 为 
TB lq) "Bild 
ГЕТ 4 cel er iy - d'B 4- ч] 


(dTB-lq + сь) 


A=4 


ti: -le 
由 引 理 4.4.1 可知 ADO , 故 U(x) =0 有 二 实 根 。 
ту = c'B! d — У cB ic(dB 'dt+e'b) Ж mz = B а + 


МеВ le(dTB іа + сЪ) 
由 定理 条 件 ( 了 工 ) 可 知 тү<0,# т, 20 , 则 V m (0, m) 
有 
U(x) <0 
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Ej m € (0+ co) Bt, U(x)>0 FE. 

故 то= TB ld+ CB le(dTB ld+cIb)<0 MAE I) 
成 立 ,这 就 完成 了 从 ( 1 AC EA 

SUE ( 开 ) 汪 ( 亚 ), 若 (I) 式 成 立 , 即 

сїв^14 + у c'B le(dTB ld + сь) <0 
WA lB la<0, 此 即 条 件 ( 焉 ) 中 的 2) ,从 而 有 
~ Bd > / eTB-le(dTB-lq + cb) > 0 

即 (с7В l4q)222cIB lce(d!]B ld + ch) 
亦 即 cl + d™B 1g (CB 4d) <o 


d'B -le 
此 即 条 件 亚 中 的 заяат: 了 [) 至 ( 王 ) 的 证 明 。 
最 后 证 : ( 亚 ) 之 ( 工 ) ,为 此 ,只 须 证 ( 工 ) 中 的 1) 成 立即 可 。 
因为 B 正定 , 故 存 在 非 奇异 矩阵 H, HTBJ=E ,Mi Bo 
= HH" , 作 满 秩 线性 变换 。 
x= H[y+ SH" (Ate +2pb)] = Aly + Ha] 


以 yo 表示 xo 对 应 的 向 量 , 由 с xo=0 得 
ciHyo + cTHH'd = c Hy) + сїВ!4 = 0 


从 而 有 
(Ва) = (отну)? 
H Cauchy 不 等 式 
(cB l4)° < | cTH |1? + Il yo Il? 
a pp (eBay _ (rB lay 


WH 7 cB e¢ 
于 是 由 ( 亚 ) 中 的 DA, 4 єїхө=0,В 


1 2 
U(xo) = уу» — dip ld – b'e > (ae, _ d'B lq — cb > 0 


即 ( 工 ) 中 的 条 件 1) 成 立 。 
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$ 5 Popov 频率 判 据 [91 及 改进 [9 


在 经 典 的 线性 定常 控制 系统 中 ,根据 Cauchy 幅 角 原理 而 发 展 
起 来 的 Nyquist 频率 判 据 以 及 随 之 而 出 现 的 一 系列 类 似 的 判 据 既 
有 明确 的 物理 意义 ,又 有 直观 的 几何 解释 ,罗马 尼 亚 数 学 家 Popov 
将 Nyquist 频率 判 据 推 广 到 非 线性 控制 系统 ,得 到 了 著名 的 Popov 
频率 判 据 。 

这 里 只 叙述 其 Popov 准则 的 结论 ,详细 的 证 明 过 程 请 读者 参 
考 文献 [321。 

定理 4.5.1 [Popov EM Jk A 稳定 , 且 如 果 存 在 一 个 实 
数 g ,使 得 


ReÍ(1 + д) W(iw)} +4 >0(4 020) (4.5-1) 


则 (4.1-3) 式 的 零 解 在 Hurwitz 角 域 [0,&] 内 绝对 稳定 ,这 里 
Det Е — A b 
уе K(iw) _ cT 0 
МС) = Dliw) = Deiiak — A) (4.5-2) 
设 A 有 零 实 部 特征 值 , 但 无 正 实 部 特征 值 , 且 设 (4.1-3) 式 是 
极限 稳定 的 , 即 Ye>0 , Ц /(е) = eo 时,(4.1-3) 式 的 零 解 全 局 稳 


定 。 
TH 4.5.2 设 系 统 
ах _ 
i" = Ах + bf(o) (4.5-3) 
с = clx 


在 奇异 情况 下 极限 稳定 ,如 果 存在 实数 q 使 得 

Ке{(1 + дш) W(iw)} +E >0, 0220, UREN АЕ 
осе 9), (040) 

的 连续 函数 F(c) ,(4.5-3) 式 的 零 解 全 局 渐 近 稳定 。 
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这 时 ,也 可 以 视 (4.5-3) 式 的 零 解 在 Hurwitz 角 域 [e ,&] 内 绝 
对 稳定 ,其 中 es >0 为 任意 小 的 数 。 

定理 4.5.1、 定 理 4.5.2 中 的 为 任意 正 数 , 当 ko ,读者 
不 难得 到 在 下 内 绝对 稳定 的 Popov ША 

由 于 频率 特征 曲线 Rel(1+ ідо) W (го) | t L 的 取 值 范围 为 
wE (0, + ce], 这 是 一 个 无 穷 区 间 27 & 从 理论 或 应 用 的 角度 上 讲 
都 是 不 方便 的 。 — 

文献 [83] 吸 收 了 文献 [81.82] 的 思想 ,将 频率 特征 曲线 的 取 值 
范围 [0, + co] 改 为 有 限 区 间 [0,o], 改 进 了 Popov 准则 ,这 里 予以 
介绍 。 

仍 考虑 直接 控制 系统 (4.1-3) 式 , 记 

WC iw) Š = (Е - A) tb = FS 

Ж Dliw)=det(ioE-A) 并 记 

X(w) Š ве) = Re{K(iw)D(Ciw) | 


| D(iw) |? 
Im|K (iw) D(iw)} = _ H(e) 

Y(e) Ž IW (in) = Gay = тр) 
假设 实 系数 多 项 式 

H(w) = hz, + Вало + + hyo? (4.5-4) 
Ф р=1+ 2185, i, 
31 4.5.13) Н(о) =0 ШЕФ ЖЫН» <р=1+ 

22%, mes |Ë W. 


这 是 根 的 有 限定 理 , 证 明 可 参见 有 关 高 等 代数 。 
引 理 4.5.2 令 f(o)=ers (0 委 e 委 4)， 代 人 (4.1-3) 式 , 则 
对 应 的 线性 系统 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 是 频率 特性 曲线 W (iw )， 


0<w<p 与 实 轴 上 的 射线 ( ©, - 元) 不 相交 。 
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证 :由 文献 [57] 中 的 定理 1.3.6 Ж ,此 线性 化 系统 渐 近 稳定 的 


充 要 条 件 为 W(iw) 〈- ооо) (оо -A)R 81 
BH 4.5.2 的 必要 性 显然 成 立 。 

因为 W(iw)=X(w) +iY(w), 由 上 述 根 的 界 值 引 理 4.5.1， 
H(W) 的 所 有 根 满足 |w; |<p， 1<j<2n 一 1, 从 而 当 |w1 >р 
时 ,HC(w) 取 0 , 即 Y(o) 天 0, 也 当 |o | >o 时 , 曲线 W(iw) 与 实 


轴 不 相交 ,又 由 
X(w) = K(iw)D(- iw) + K(- і») Dw) 
°” 2D(iw)D(- iw) 


得 到 X(-w)=X(w) , 故 若 Wliw) (0<о<) У (- ©, 
Тук А W(io) (- o&e<0) 也 与 (- %, - +) 不 相 


交 , 故 (дш) (— ои 00) 5(- оо, IRBE, ЖЛЕ 
证 毕 。 

引 理 4.5.2 实际 给 出 了 (4.1-3) 式 在 Hurwitz ARLO, k IA 
绝对 稳定 的 必要 条 件 。 

在 讨论 (4.1-3) 式 的 绝对 稳定 性 之 前 , 先 引进 一 些 记号 , 设 

X*(w) = ReW(iw) = Re|K (ie)D(ie)1 = Alo) 


| DGiw) 1? E(w) 
Ү*(0) = wlmW(iw) = alm|K GoD iv) а B(e) 


定理 4.5.3 若 存在 一 个 实数 9, 使 得 
Rel (1 + йо) W(iw)| + + >0 w € [0,p] (4.5-5) 
则 系统 (4.1.3) 式 的 零 解 在 Hurwitz 角 域 [0,&] 内 绝对 稳定 ,这 里 
| ,pi(i=1,2,…2 n+1) 为 多 项 式 P(o)= 


Р: 


Pi 
A(w) ~ qB(wo) + FEC) 的 2 n+1 个 系数 。 


证 :条 件 (4.5-5) 式 等 价 于 


p=1+ 


max 
2<i<2n+1 
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X"(e)-qY'(e)+ + >0, wE[0,o] (4.5-6) 
即 MS a Bet + >0, w € 10,6] 


A(w) 一 9В(о) + 1500) 
E(w) Ё = Eta) >0,w Є [0 ,pj 
由 o 的 定义 及 根 的 界 值 定理 ,有 Р(о) 40, 4 wp 时 ,又 Plo) 
>0, 从 而 P(w)>0, “oe 此 即 
X"(e)- q¥*(w) + 1 = Різ) > 0, 4 o > p Bf, 
结合 (4.5-6) 式 便 有 
Re(1 + igw) С) +2 > 0, Hw 0 
故 系统 (4.1-3) 式 的 零 解 在 Hurwitz 角 域 [0 ,上 ] 内 绝对 稳定 。 
定理 4.5.3 B Popov 定理 4.5.1 较 大 地 减少 了 计算 量 , 从 几 
何 上 看 ,只 要 频率 特性 曲线 
W (iw) = көтө) 
对 wE[0,o], 其 图 像 在 过 [ -一 , 0] 的 斜率 为 1/g 的 直线 右边 , 则 
系统 (4.1- RAE RENEE. 
但 定理 4.5.3 中 的 o 依赖 于 g Mk, qg 是 一 个 存在 性 的 参数 ， 
故 确定 о 仍然 有 困难 ,为 此 要 进一步 克服 上 述 不 足 。 
给 定 上 >0, 设 


G(w) = Alw) + E(w) = с), + C2n_1® ++ Cow 


2n 


B(w) = Б, + 6, ло t+ + byw? + Боа?" 


і 


bo 


p2 = 1+ 


с 
o= 1+ max |— |, 
1<ix<2n | C0 


定理 4.5.4 若 条 件 
1) b<0 (或 bo =0, b, <0) , 且 存在 q20, 使 得 


max 
ix<ix2n 
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Re{ (1 + igw) W (io) ++ >0, w € [0, р] (4.5-7) 
2) bo>0 (ZÈ bo =0 ,b,2>0),B ZE gO 使 得 
Ке! (1 + ідо) W (iw )} ++ >0, w € [0, o] (4.5-8) 


中 有 一 个 成 立 ,这 里 e=max(pol,pz) 则 系统 (4.1-3) 式 的 零 解 在 
Hurwitz 角 域 [0, & | 内 绝对 稳定 。 
证 :(4.5-7) 式 等 价 于 


Alw) — Blw) + E(w) 


E(w) > 0,0 € [0, o] 
故 只 须 证 明 
A(w) ~ gB(w)+4E(w)=G(w) – qB(w)>0, 4w>p 
(4.5-9) 
定理 结论 成 立 。 


ERFORS, WH о WEN, A: G(w) 40, B(w) 40, 4 о 
>p 时 ;又 由 bo<0( 或 bo=0,b1<0), 故 当 w 充分 大 时 ,B(w)< 
0, 而 A(w) 比 E(w) 至 少 低 一 次 , 故 G(W) 的 最 高 次 项 系数 为 


二, 因此 当 wu 六 1, 有 G(w)>0, 从 而 G(w)>0, B(o)<0, җа 


>o BF, 故 (4.5-8) 式 成 立 。 类 似 地 ， Ë DRX, 4 w>p,(4.5-9) 
式 成 立 ,定理 4.5.4 证 毕 。 
下 面 进一步 建立 o 不 依赖 于 g 、& 的 判 据 。 
设 | 

Alw) = азь-1 + Q2_-2@ +t + ара?" + agw”! 


а; 


ag 


其 中 a, at 至 少 有 一 个 不 等 于 零 ， 03> 1+ тах 
EH 4.5.5 若 条 件 
1) ао 20 (或 ao = 0, а120), b <0, (或 bo = 0, b, <0), 
НЯ 9220,1 
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Re{(1+ о) (іо) ++ >0, 对 wE[0,p] — (4.5-10) 


2) aÍ <0 (或 a| =0,aí<0), b, >0 (或 b, =0,b,>0) А 
HFE q<0, 


Rel (1+ igw) 0 (0) | ++ >0, V e [0,0] (4.5-11) 


中 有 一 个 成 立 , 这 里 o= maxt ог, 03}, WCA. 1-3) 式 的 零 解 在 Hur- 
witz 角 域 [0,] 内 绝对 稳定 。 
WE: ARF 1) 成 立 , (4.5-10) 式 等 价 于 


X*(w) ~ g¥*(w) + 


= Ala) - Blok 1 so Ve [Oe (4.5-12) | 


4A(w) Blw) , 1 
ЩЩ >o 时， # E(w) q E(w)? > >0。 结 合 (4.5-12) 式 ， 
有 


Re{(1 + igw) W(iw)| ++ >0 ,34 o >0, 


故 系统 (4.1-3) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 车 条 件 2) 成 立 , 类 似 地 可 证 
明定 理 结 论 成 立 。 

改进 的 Popov 准则 只 须 作 出 自 变量 在 [0，p] 内 变化 的 频率 特 
性 曲线 , 故 完全 可 由 计算 机 实现 ,定理 4.5.4、 定 理 4.5.5 较 标 准 
的 Popov 频率 判 据 条 件 稍 强 ,但 应 用 起 来 方便 多 了 。 

到 此 ,已 介绍 完了 研究 Лурье 问题 的 主要 方法 和 结论 , 即 积 
分 项 加 二 次 型 的 JIyppe 型 Ляпунов 函数 法 ,及 在 此 函数 基础 上 的 
S 方 法 ,还 有 独特 的 Popov 方法 ,前 人 得 到 这 些 方法 和 结果 的 同 
时 ,也 发 展 了 很 多 的 数学 知识 ,例如 为 了 大 清楚 这 些 方法 和 结果 之 
间 的 彼此 等 价 与 否 的 问题 , 勾 通 了 复 变 函数 、 数 学 分 析 ` 和 矩阵 论 之 
间 很 多 知识 的 内 在 联系 , 特别 发 展 了 正 实 函 数理 论 ,从 专著 [5571 中 
可 得 到 如 下 的 等 效 关系 。 

Лурье # V 函数 法 [定理 4.2.11 4.4.10 4.4.2 
SEM 4.4.3— Лурье W V BROS 方法 [定理 4.3.1, 定理 
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4.3.2 ©Ророу 准则 (定理 4.5.1)。 


$6 实用 的 构造 性 代数 判 据 


无 沦 是 采用 V(x) = тре + pl Со) до 还 是 这 种 函数 加 S 


方法 ,也 无 论 是 Popov 方法 ,都 是 存在 性 的 描述 性 的 理论 结果 ,都 
是 充分 条 件 , 当 п 较 大 时 ,计算 量 都 相当 大 ,而 这 种 计算 又 是 试探 
性 的 ,如 解 Ляпунов 方程 , 求 出 的 了 不 合适 时 ,又 得 重 来 ,从 应 用 
的 角度 讲 , 验 证 方便 的 简捷 的 代数 判 据 ,更 受 实际 工作 者 欢迎 , 特 
别 设计 一 个 这 样 的 控制 系统 ,使 之 满足 稳定 性 代数 条 件 ,是 很 方便 
的 ,本 节 介 绍 一 些 构造 性 代数 简捷 判 据 , 它 们 都 不 再 依赖 于 未 知 的 


存在 性 的 矩阵 或 参数 。 
1. 基于 Ляпунов 函数 的 代数 判 据 
仍 考 虚 (4.1-3) 式 , 令 
def £o) М с 5 0 
glo) s с 
.0 о =0 
Fy(o) Š (ag + бов (о)) 
则 (4.1-3) 式 可 化 为 
= Уво), 
设 0<2(0)<а<әо 4 
一 = 当 bri<0 
bi 7 а; + bcik x бус; >0 
L max! lay + аз | kl be; + Bc; |] 
(ai + ay) (bx; + cb; )<0 196] 


Flay tag klb t бс)! 


(i=1,2,…n) 


(4.6-1) 


当 (aj + ay) (be; tbe) 20 (i,j =1,2,-"n) 
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FH 4.6.1 GHB B(b;),<, А] Hurwitz 矩阵 , 则 (4.6-1) 
式 零 解 在 Hurwitz 角 域 [0, &] 内 绝对 稳定 。 


作 Ляпунов 函数 V(x) = > 过 便 可 证 明 结 论 , 略 。 
яж 4.6.2 EER- А (а) „х9 М ЖЕЕ, WN (4.6-1) RE 
解 在 Hurwitz 角 域 [0, &] 内 绝对 稳定 。 
、 det ai 当 b;c; <0 
这 里 人 se + РЬ; 当 bi; > 0 
і = 1,2,--n 
~ ee ay | ,天 | bic; l 当 ак; <0 
а; = . ` 
И | a; + ЕБ; | к apr > 0 (i Z j, inj = 1,2,'®п) 
作 Ляпунов 函数 


Vix) = lal, ”可 证 明 结论 成 立 。 
i=l 
甚 中 大 满足 таз + У) а: <0, j=l, =n 
і=1 


ij ` 
下 面 更 进一步 考虑 更 弱 的 充分 条 件 , 不 失 一 般 性 ,不妨 设 
bz, <0 (i= 1,2,1) be >0 Gi =i ti, viz) 
b =c =0 (6 = int Lyris) b =0,c 0,( = is 1,44) 
640 с=0 G=igtin) OKu < i < iy < ií < n) 
МНЕ 4.6.3 BSR (ri axnt 5053), хл) 负 定 , 则 (4.6- 
1) ,# ТЕ Hurwitz 角 域 [0,&] 内 绝对 稳定 。 
-pas i=j=1,2,il 
pax i= fait Lis 
RE rsr 


Qi» i=jr=igti,n 


"k лан |, i#j,i,j=1,2,n 


2 ay aj 


( 当 oz =0 分 子 分 母 中 都 有 az ,假定 相约 后 为 1) 
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0,i=j=1,2, i1, it+1, ,i 
0,1543 1,у=1,2,+еяп 
3(15= i1)kRc?,i=j=is+1,i 


ЛАКУН | 
ia i3)kci i=j = 1311,70, 
3 (n- ia)kb?,i=j=ia t1, n 
4 
可 作 Ляпунов 函数 
уо) E 1+ Ў 8 gait У) ай 
i=l b; i= тыб . i=i tl 


完成 证 明 。 详 细 推导 , 留 给 读者 。 
判 据 4.6.4 若 axa < 0 (1=1,2,'®п), FEE G (gi) nxn it 
定 , 则 (4.6-1) 式 的 零 解 在 Hurwitz ARIO, 上 ] 内 绝对 稳定 。 
-a4 当 2c<0 liz 12 
а-а Kbar) 7 °°” 
тах 了 | aia +ajaj| Fk |bican + Буса); 
这 里 g Sgad бозау 1 аи) begia res 
оон iZj,i,j=1,2,: 
> Галац + аза: + k (ba; + ban) | | 
4 (laraj + a) bena + Буса) >0 
if~j,i,j=1,2,° 
Ж V(x) = > — 527, иш 4; V ав. 1) SUE , TREH, 


判 据 4. 6.5 а Me >0 (1=1,2,:-п) K a >0, 
使 得 rb; = -aci(i=1,2,…n), HE U (wj)axw 负 定 , 则 (4.6- 
1) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 

这 里 uy = uj = J (rau = | =1,2,° 


fe V(x) = > ra? Wie ЧУ |(4.6.D 负 定 而 完成 证 明 。 


т=1 
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下 面 考虑 一 类 简化 系统 ， 称 为 第 一 标准 型 。 


dz; 


чу =- pmi + flo) a >0,# =1,pon (4.6-2) 


с = X cii = 1,2,n, f(0) = 0 
і=1 


0 < oflo) < ko?,o Z 0,0 < k < оо 
可 以 适当 重新 编号 ,不 防 设 


>0 №; = 工 , T 
ел = 0 “i = i +1,22 


<0 Mi=ingti,--n 
1<i < i < n 
判 据 4.6.6 Fo, >2k(n- і) с; (= + 1,…n), 则 (4.6- 
2) 式 的 零 解 在 Hurwitz 角 域 [0, k ] 内 绝对 稳定 。 
可 以 作 Ляпунов 函数 


11 h п 
A 

Vix) =- X catt D catt 2) са? 
i=1 i=i,t+l i=i, +l 


| 


20; 
k(i2 ~ i1) 
容易 证 明 ,条 件 可 保证 9y |а 6 2 负 定 ,从 而 结论 成 立 。 

推论 4.6.1 若 ¿<0 (i=1,2,…,m), 则 (4.6-2) 式 的 零 解 
在 Hurwitz 角 域 [0, &] 内 绝对 稳定 ; 

推论 4.6.2 Æ с,<0 (i=1,2,…,n), 则 (4.6-2) 式 的 零 解 
绝对 稳定 。 

下 面 考 虑 一 类 临界 情况 ,在 (4.6-2) 式 中 , 设 有 一 个 cs=0, 其 
它 的 p>0(i=1…n -1)。 | 

ЯЕ 4.6.7 车 0:20 (i=1, n1), р. 0, с, <0 


其 中 0 < e; < 


c< ETT G; =1,2, =n — 1) 
则 (4.6-2) 式 的 零 解 在 [0,&] 内 绝对 稳定 。 
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证 :关于 未 知 数 у, 的 二 次 代数 不 等 式 
k(n — 1) у + 2[Ë (n — 1)е; — Pi] y; 
+ (п – 1)с2<0 (=12 7 一 1) (4.6-3) 
HERR HERY сту (i=1,2,…n 一 1) 


设 y=r(i=1,2,…n 一 1) 是 (4.6-3) 式 的 任意 一 组 正 数 解 。 
构造 Ляпунов ЮЖ 


п-1 
V(x) = У) на? - cpr? 


i=] 


Gx) =O lusa 一 2 > гра? + 25 raffle) ~ 2c,z,f( a) 
=~ 2D) rex? + 25) (rei) (e) ~ Моло) 
< 23 ror? + a WES, + сд | z! fo) l- 20f(0) 
i=l i=1 


<25 пед? + k(n SG, + GPa? + oflo) — 20(c) | 
i=l i=} 
<- Эе — 1) (5 + ¢;)? – 274)? — of (о) 
п-1 
=- >) [k(n -1)r3 +20 k(n - 1c; о]: 
i=1 
+k(n-2)c3}27- oflo) 
Ë w(z)<0 
因为 G(0)= W(0) =0, G(z=)<W(+xr)<0, BA x 使 得 
n-1 
(2) =0, 故 有 2 好 =0 , Я а550, of(o) >0, 从 而 有 


oflo) =0, BD с„х„/(с„х„) = 二 0。 于 是 cx, =0, 而 с, <0, ROTA 
z,=0, 从 而 之 =0 , 故 丈 (z) 负 定 ,由 此 推 知 G ( X) жж, MM 
(4.6-2) 式 的 零 解 在 Hurwitz ARO, &] 内 绝对 稳定 。 
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推论 4.6.3 车 po;>0(i=1,2,…n —1), py =0,с, <0, с,<0 
(i 二 1,2,…n 一 1), 则 (4.6-3) 式 的 零 解 在 Hurwitz 角 域 [0, AIA 
绝对 稳定 。 

推论 4.6.4 Ж p;>0 (i=1,2,…n 1), p,=0,c;<0, i= 
1,2,…n, 则 (4.6-3) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 

2. 基于 Popov HMA RAHA! 

FIG 4.6.8 考虑 特殊 的 (4.1-3) 式 


dx 

SX _ Ax + 了 

‘a Flo) (4.6-4) 
g = clx 

其 中 
-à 1 0 
0 -A 
A=] a > 0 

0 s. — А 


(4.6-4) 式 的 零 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 是 
єр < 0, cA lp > 0 
证 :必要 性 已 在 本 章 $ 1 定理 4.1.1 中 证 明了 。 
现 证 充分 性 ,由 Popov 准则 , 若 存在 常数 g 宇 0, 使 得 
Ке! (1 + iog)Wliw)} 20 4w Sd (4.6-5) 
这 里 W(z)= -er(E-A)-15， 则 (4.6-4) 式 的 零 解 是 绝对 稳 
定 的 。 
(4.6-5) 式 可 以 等 价 地 改写 为 
Re{(1 + iwg)c™Az'b} <0, 4w>0 
这 里 A, = iol — A , 此 时 有 
| iw +A —1 0 .~ 0 
0 iw + A 0 


0 Ov iw + À 


124 


1 1 
iw tÀ (iw + А)? 0 0 
1 
Аш = 0 їо + Л 0 
1 
0 iw + À 


这 样 СТА: = (C1, 025°C, YAR! (61,75, )T 


_ с1б2 
= Dt ; 


(iw + А)? 
сТЪ(А 一 iw) | €1b,(A2 一 в?) _ 2с1бзої 
А2 + а? (А? – а2)2 + Aara? 
这 样 可 推出 
Re{(1+ ieq)cTA Zb] 
_ _¢ ba cib (A? — ?) ү зю?(с1Ь) 
+e (A? - ?)? + 4%?А? А+ о? 


2qw?e bd _ Flo?) (4.6-6) 
(a2 —w*)+407a2" (А+ ODLA- 622 +4020?) C 
这 里 | 
Еа?) =(К(А?*— a?) + 4а AZIL (СТБЭА + gw (СЪ) | 
+[22+ w? ][ ci b,(A2— а?) +2ди?суЬ›А] 
= (bLA +2e222+ А + qu”) 
+ ebal At — о) + 2043 ас + 2qw*e, bd 
= q(c'b)w® + [ (et) A +2(c!b)A2q — сь, + 2qe,b2A Jwt 
+ [(с)Ад + 2( 67) AP +24, ] о? 
+ [(сЉ)А + cy b.a4] (4.6-7) 


条 件 emp<0 M- еТА-1р=-;[(с7Ь)А + cib2] 过 0 HM Flw?) 


的 第 一 项 及 常数 项 是 非 正 的 ,现在 讨论 wt A wo? 项 
DE c1b; 志 0 , 则 显然 对 任何 q20 
(cb) xtg + 20сЪ)А? + 2qA2e1b < 0 
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选择 “>з ү 就 推出 
(lb), + 2(с7)А29 ~ cib, + 2qeyb2A 
= (cb)A + 2(e7b)A2q + с,Ь,(294 — 1) < 0. 

因此 w4 和 w? 项 的 系数 是 非 正 的 。 

2) 若 сь. >0, 则 选择 g9=0,omw* 项 的 系数 为 

(cb) A -cliio<0，w? 项 的 系数 为 2(cTb)A?2<c0 

总 之 ,在 任何 情况 下 可 选取 2220, E F(w?)<0, A (4.6- 
4) 式 的 零 解 是 绝对 稳定 的 。 

推论 4.6.5 若 存 在 一 个 相似 变换 ,将 直接 控制 系统 (4.1-3) 
变 成 (4.6-4) 形 式 , 则 (4.1-3) 式 的 零 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 是 
is clA 15 之 0。 

证 :只 须 证 明 c™ 和 cTA lb 在 相似 变换 下 是 不 变 的 。 
在 满 秩 线性 变换 x = By 下 ,BE R"*", 则 (4.1-3) 式 变 为 


dY -BpB-iABy+B-ibpf(eTBy) = Ау+ bf(cTy) 


dz 
这 里 
A = BAB, b= B b, c= Bre, 
这 样 ¿Tb = cTBB lb = ст 
СТА 16 = cTBB-lA BB lb = TA lb 
故 推论 的 结论 成 立 。 


定理 4.6.1 在 (4.6-4) 式 中 , 设 
A, 0 a, 0 
Ао 
Же л>0,0>0, ЄК", „Є Rn "2, EPA, n + ni 
nn, 则 (4.6-4) 式 零 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 是 сТр<0, СТА 1622 


0 ° 
证 :必要 性 已 证 ,只 证 充分 性 。 从 


(iw + a) 0 
„=| ¿ 网 1, азо 
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| А H O А 0 0 
Rae b в... =le nl... 
alt os af 0) 

0 0 0 I, 
" ла EB 8 


о +А iwtp 


_ iby a- icibiw с3бор— 3 baw 


„2+ Д2 w + р? 
| TA-I СТВА + gw cde, с262р + фо?с3 Б) 
Ве! (1+ iwg)c'Aj,'b} = EEEE а? + р? 
Flo’) 


© (w+ А2) («2+ 02) 
这 里 F(w?) = (cl by +25) ш t [CTh A + cl bp) 


“т; “Te 
+ q(cibip" + c36A7) Jw ?+ (Pt а hat 


由 条 件 有 
СТЬ = clb, + chbn < 0 
ТЬ 26, 
- ТАЛЬ = 271 + . <0 
易 证 存在 q20 使 得 


(cTeiA + с1бор) + ч(с1бур? + с565А2) < 0 

即 存在 @:>01Й# F(o2) 委 0， 从 而 (4.6-4) 式 的 零 解 是 绝对 稳定 
的 。 

推论 4.6.6 设 A=A7, 且 A 最 多 有 二 个 不 同 的 特征 值 , 且 
对 应 着 简单 的 初等 因子 , 则 (4.6-4) 式 的 零 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 
是 

cb<0 CTA tb O 

定理 4.6.2 设 b 是 A 的 特征 向 量 ,或 c 是 A 的 特征 向 量 ， 
则 (4.6-4) 式 的 零 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 是 c b<0, 

证 :必要 性 显然 ,只 须 证 充分 性 。 首 先 , 设 妈 = -ab (A> 
0) 则 


127 


(iwl — A)b = [À + iw]b w 之 0 
1 


; -1 
(ial — А) = А + 
T 
` Ti. _ -į _ с b T 
这 样 ci(iwl — A) b = a> НАЙ еъ <0 
. _ АсТЬ 
& Relec" (iol — A7')b} = 2120 


从 而 (4.6-4) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 
其 次 , 设 Arc= - Ас (A>0), WA 


Ciwl – А!) е = — x 
于 是 有 
[Cio] — AT) lce]!1b = _ c'b 
即 
| - сть 
cT (ial – А) 1b = wo + À 
故 (4.6-4) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 
例 1 考虑 三 维 的 直接 控制 系统 
=з =- z1 + z2 — х3 + flay — z2 — zs) 
= = x41 — z> — x3 + flax, — z — хз) (4.6-8) 
ча = ду + z> — Заз + fr, — £27 x3) 
= 1 1 —1 А 1 
这 里 AS 1 -1 -1|,b2]1),e=|-1| fe Fe 
1 1 -3 L -1 | 


易 验 证 A 是 稳定 的 ,5b 是 A 的 一 个 特征 值 4= — 1 对 应 的 特征 向 
H, H clb= -1<0, 故 (4.6-8) 式 的 零 解 是 绝对 稳定 的 。 

定理 4.6.3 设 (4.6-4) 式 中 A 为 拟 对 角 和 矩阵 , 即 

A = diag( A1,A2, Am)» b = col( 六 ,5 bi), 
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c = col(e? ,cd ,ct) 
这 里 A (r=1,2, 7, т) f Jy EE SG b, ЖА, 的 特征 向 量 (> = 
2,…,m) 或 c, ЖАТ 的 特征 向 量 , 则 с26,<0 (r=1,2,*… 
m ) BARA (4 6-4) REAR ERT BE 
证 : 若 AD ,= –-АБ,, 因为 


~ СЧ) 
Тү; _ -1 — rer 
с (iwl,—A,) +b, r TIT 
_ т ТБ 
则 Rel (ial, А,Б, | = 2605 40, r=1,2,° 
РА ~ - ~ z АСБ, 
HT АТс, = – Ас,, ES. cI (iwl, — A,) 15, = 22227 
| iw + À 


Rele! (iwl, – А,) Б, <0, r = 1,2,:" , m 
因为 A= diag(A An) 
Aj» = diag(ia — Ay, іо — Az,°**, ial, — Am) 
СТА: = (ст, cf) + diag( Gol, — A1) tas 

(iol, - An) 1) (Bf, bn) 


= Je (iol, — А„)С1, 
r=1 


它 就 推出 ”Re(eTAib)= У Rec, (iol, – A.) 1b,<0 
因此 (4.6-4) 式 的 零 解 是 绝对 稳定 的 。 
现在 再 考虑 第 一 标准 型 (4.6-2) 式 。 
对 于 实数 q20 , 设 
сї» # ACI -1)>0 
c/p Ж с; (90 — 1) < 0 
= 4.6-9 
S losg F суба 1) = 0 c FO 
0, 4 c; (90; — 1) = 0 c; = 0 


定理 4.6.4 若 存在 9 之 0, 使 得 > a <+ ， 则 (4.6-2) 式 
的 零 解 在 Hurwitz 角 域 [0,&] 内 绝对 稳定 。 


129 


证 :因为 
1 
- 0, 
-ø 0 0 iw + ру А 0 
_ : — O 
A= ' > : ‚А; = 0 tw + 02 
, К : 0 
e 0 _—1 
| iw + On 
Ta-lp 5 ©; 
于 是 c А; 2 ia + p, 


n n(n 2 
Re|(1+ ар) стА Ы) = У) Ste; t qe) 
j=1 ш” + p; 


(о. + aw? 
4 filo) = HA I 


i fiko)= 2cqe (o + ру) — (ep; + egw )2w 
dw’! 


(«2 + бї)? 
_ 2со;\ до; – 1) 
(«2 + p?)? 


BPH ALY а= 0,9009) 0, эщ (ар 1) >0,6(e)#E[0, 


. %) 上 是 单调 增加 的 ,于 是 (о) (оо) = сд» 4 су(ар—1)< 
0, flo) 是 单调 减少 的 ,于 是 在 [0, + оо) Е,у;()<</;(0) =с,/ 
бо 


4 c; (qo; — 1) = 0,60, BW <9, =1/0,# 


субе, + w*/p;) oi 
б) шул "р 
Щ c (qo; - 1) =0,с;=0 ЖА f(w)=0 。 
选择 适当 的 w 总 有 .万 (o) 委 ci ， 从 定理 的 假设 推出 


n elo + aw n z 
Rel(1+ io) JA] = У) HAI суз glu) У) ¿<+ 
ji OF j=l =! 
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即 


Re|(1 + ¿eq)e Ab] — + <0 
从 而 (4.6-2) 式 的 零 解 在 Hurwitz 角 域 内 绝对 稳定 。 
<0 7=1,2,.,i1 
推论 4.6.7 设 К = +1, 
>0 j=iztl, п 
ж 
ag -l 
jn+1 0) k 
则 (4.6-2) 式 的 零 解 在 Hurwitz 角 域 [0，&] 内 绝对 稳定 ,此 结论 易 
从 定理 4.6.4 中 选取 q =0 而 得 证 。 


推论 4.6.8 EFE 20 使 得 > a; <0, 则 (4.6-2) 式 的 零 


解 绝对 稳定 。 其 中 a; 如 (4.6- 9) 式 中 所 定义 。 
证 :由 定理 4.6. 4 的 证 明 ， 有 广 (o) 委 ai ,于 是 进而 可 证 


Rel(1 + iag)eai = У) (о) < Va; <0 
j=l j=l 
故 结论 成 立 。 
3. 二 阶 Лурье 直接 控制 系统 


考虑 二 阶 Лурье 直接 控制 系统 


ах 
ар T EuT t 410222 + bif(cizi + сохд) 


dx, 
“+ Axx, + antz + b;f(cizi + C242) 


(4.6-10) 
这 里 f€ F<, s= сї = суху + cx2 


А = je” “| у= [| b = g“ = [| 
азу ax X21 b2 c2 


讨论 (4.6-10) 式 的 绝对 稳定 之 前 , 先 要 用 到 Красовский — Ж 
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定理 作为 引 理 。 
引 理 4.6.1 对 于 二 维 非 线性 系统 
dz = fila) + by 
dy ` (9) = fo(0) = 0 (4.6-11) 
= Р(х) + dy 
若 满足 


1) [bfo(x)- dfi(x)]jx<0,， 当 x#0 
2) A) а , 当 2X0 
3) Hin (бе) + de sense — 


[tan - bf)(x)]dz} =- oo 


则 (4.6-11) 式 的 零 解 全 局 稳定 。 
定理 4.6.5 BA 稳定, 即 (4.6-10) 式 为 直接 控制 系统 , HI 
(4.6-10) 式 零 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 是 
cb<0 TATED 
证 :必要 性 前 面 已 证 ,只 须 证 充分 性 。 
不 失 一 般 性 , 设 c1 关 0, 作 变换 


[| К | р) (4.6-12) 


则 (4.6-10) 式 化 为 


d 
q, = = filyi) + by2 
qx = fol) + bye (4.6-13) 


这 里 fiy) = (an + аа) + (cib1 + c2b2) f(y2) 


foly2) = o + bo f(y) 


C5 C2 
b =- соат 一 g 21 + сар + C2422, d =- 1221 + an 
1 
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yi fOr) >0, 4 91:40, /(0) =0, 现 验证 引 理 4.6.1 的 条 件 满足 ， 
因为 


[bf2(91) — ар Суд) Jy = 一 “п еш,» 
а an 
an тар 
一 | Dan àn и ooo, Тш! 
(4.6-14) 
(4-6-14)Җйй — алол) - БО) >= Ҹу 
(4.6-14) 式 还 昔 酒 lim (АО) + уу )вепу = 
故 引 理 4.6.1 的 条 件 满足 , 故 (4.6-10) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 


可 以 类 似 于 定理 4,6.5 的 方法 证 明 以 下 结果 。 
定理 4.6.6. 若 A =|“””“”| 的 特征 值 是 纯 虚 数 , 则 (4.6 


а 422 
-10) 式 的 零 解 是 绝对 稳定 的 充 要 条 件 是 
СТЬ < 0,eTA lb >0 
定理 4.6.7 若 A = | “" а, ие 
21 422 
征 值 , 则 (4.6-10) 式 的 零 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 是 
cb<0 cllabA)b > 0 


а22 “° 


a11 “| 


这 里 аА 是 A 的 伴随 矩阵 , 即 abjA = 


详细 证 明 留 给 读者 。 
例 2 ”考虑 二 维 直 接 控制 系统 


dzs 一 一 224 + 22 – 2/(х\ 一 ту) 


а “ll 


d | (4.6-15) 
2 =~ zi — zi + f(x - 20) 
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иш A=[ T ee 
因为 <=, -D| 1]=-3<0 
dato = 0,- D| ү `›]+5>0 


А 是 稳定 的 ,由 定理 4.6.5 知 系统 (4.6-15) 的 零 解 是 绝对 稳定 
的 。 


$7 „Ж Луре 直接 与 临界 控制 系统 
绝对 稳定 的 充 要 条 件 [60,22] 


对 于 Лурье 问题 的 研究 进展 ,美国 数学 家 Burton Ë + 1972 
年 说 过 ;” 问题 的 主要 进展 ,是 在 寻找 某 一 类 正定 函数 使 之 具有 负 
定 导数 的 充 要 条 件 ,这 只 是 充分 而 不 是 必要 的 ,至 今 没 有 触及 
Лурье 问题 本 身 ”。 本 节 我 们 通过 特定 的 满 秩 线性 变换 ,化 (4.1- 
3) 式 为 分 离 变 量 的 非 线 性 系统 ,引进 部 分 变 量 是 绝对 稳定 新 概 
念 , 得 到 一 般 直接 控制 系统 绝对 稳定 的 充 要 条 件 , 并 由 此 派生 出 一 
系列 实用 的 充分 条 件 。 

不 失 一 般 性 ,不 妨 设 cu 天 0 , 作 满 秩 线性 变换 


У1 1 O … 0 2} 
У2 0 1 фот) 、 

=; 1 on oll. |， 科 记 为 ?= Cr (4.7-1) 
Уһ Cy су "° Cn) lZ, 


可 将 (4.1-3) 式 化 为 
= Pay + bef (on) (4=1,2,--n -1) 


dy, RE ~ £ 
Te = азу + bfl) 


这 里 y, =o 是 独立 变量 ,(4.7-2) 式 已 是 分 离 变 量 系统 ,显然 


(4.7-2) 


134 


(4.1-3) 式 与 (4.7-2) 式 的 零 解 绝对 稳定 性 等 价 。 
~ Qin 2 
ay = (a, 7 а) ing = 1,2,- n — 1 
аы = —” i=1,2,…n-1 


n 
~ __ ат . 
ay = Уса; 一 C; = ©) j=1,2,.…n~—1 
: ¿ 


ann 一 


6; =b, і =1,2,--n-1 b, = Si cdi 

ЖХ 4.7.1 称 (4.7-2) 式 的 零 解 关于 部 分 变 元 y, 绝对 稳 
ERYS) EFs, Ye>0,36(e)>0, 34 | yO | <6(e), 
(4.7-2) 式 的 解 y(t, to VORE y(t, tos y ) 满 足 

| yalt to y®) <E tty 
H Vy? € R, ЖЯ 
lim | yalt, tory) 1= 0 

这 里 yO, yO Жл ДН 

定义 4,7.2 称 (4.7-2) 式 的 零 解 关于 部 分 变 元 y, Yr 
y, 1<j<n) MOE FV fo) Є F. ,(4.7-2) 式 的 零 解 关于 部 
分 变 元 yj 03 419° Ул 全 局 渐 近 稳定 。 

定理 4.7.1 当 (4.1-3) 式 为 直接 控制 系统 , 即 和 矩阵 A 稳定 ， 


则 (4.1-3) 式 零 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 是 (4.7-2) 式 的 零 解 关于 部 
分 变 元 y, 绝对 稳定 。 


EGEE, i lell =, 这 里 c= colle, cn), Ж К(4.1- 
3) 式 的 零 解 绝对 稳定 , 故 Ye>0,3 6(e)>0, 有 


l z(t, toxo) | <7 C4 | zo ll < 8) 
BE yo 与 zo 分 别 为 (4.7-3) 式 与 (4.1-3) 式 的 初始 值 , yo 与 
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ту 满足 变换 (4.7-1) 式 。 
以 Rr, Ку 分 别 表 示 以 x,y 为 元 的 n 维 空间 而 变换 (4.7-1) 式 
是 满 秩 线性 变换 , 故 (4.1-3) 式 与 (4.7-3) 式 元 的 可 建立 解 映射 的 
一 一 对 应 关系 ,因此 有 
eo ПС <a C4 lll < ттр) 
这 蕴涵 着 
| y,(z,to,yo) ll = I| еге, во, хо) || 
< Пет ixl toxo) l < Fl = е 
Vxo € К: 因为 lmx(t,to,xo) = 0 
BA lim y, (t, to, уо) = lim ex(t, to, xo) = 0, 必要 性 获 证 。 
充分 性 ,根据 常数 变易 法 公式 , (4.1-3) 式 的 任意 解 x(z) 振 
ОХ (t,t9,X0) 可 以 表示 为 
x(t) = Ate) yo +| Al pf(o(r))dr (4.7-3) 


to 


因为 A 稳定 , 故 存在 常数 a>0 和 М221 使 得 
ReA(A)<-a<0 А 11е |i < Ме“ 
Ye >0, 因 为 (4,7-2) 式 的 零 解 关于 部 分 变 元 y, 绝对 稳定 , 故 
yn (ts tor yo) 0. 4 too, АТТ tf >to 使 得 


[мечо ьо Со) de = |f, метео всу (25) | de 


< 3 ,又 因 非 零 解 连续 依赖 于 y B. f(o) 是 连续 的 , 故 存在 ôe) 


>0, 当 
| xo |] 之 61(e ) 有 yo 充分 小 ,使 得 


р Me? || bf(y,(r)) 1 ат < £ 


取 (e) = 3M 6(e) = min(d,(e),d2Ce)) 
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从 以 上 诸 式 ,有 
со еса | + EAEE l 
< Me to) || xo || + f Me“? | bf(a(z)) | dr 
+ [Mee | (a (z) | ar 


<= е җ {lao ll < (е) (4.7-4) 
故 (4.1-3) 式 的 零 解 是 稳定 的 。 
V х0 Є Ку, уо = Cixo € F; 因为 lim у, (2, ѓо, y) = 0 


t 


x(t) = Alto) xq + | esl pf(alr))dr 
, | 

t 

= Ato) xo + | AC? by, (rT)) dr 
fy 
' t 

| x(t) | <Me °C || xo || + | Me** || b || || /(y,(z)) | de 

10 


M |b | оС Па 


е“ 


= Me** | xo || + 


(4.7-5) 
利用 L'Hospital 法 则 ,对 (4.7-5) 式 两 边 取 极限 有 
0 < lim Il x(t) 1 < т Мег) || хо || 


MI b Il f(r) Ide 


+ lim == 
L 0+ im Mb | 00001 
17% ае 


故 (4.1-3) 式 是 绝对 稳定 的 ,定理 证 毕 。 
定理 4.7.2 当 A 稳定 时 , (4.1-3) 式 的 零 解 绝对 稳定 的 充 
要 条 件 是 (4.7-2) 式 的 零 解 关于 部 分 变 元 Yis Ууж "Yn 绝对 稳 
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定 。 

证 : 若 (4.7-2) 式 的 零 解 关于 部 分 变 元 Ууз yn (1< jn) 
对 稳定 ,特别 地 关于 y, 绝对 稳定 。 从 而 定理 4.7.4 的 充 要 条 件 满 
足 ; 反 之 若 (4.1-3) 式 零 解 绝对 稳定 , 则 特别 地 关于 部 分 变 元 


тусл, MEME TREAD) cx; 绝对 稳定 ,然而 y = 


Ms Ууу ®Ж}+1,5777 Ул-1= 03-15 Yn = > cj; , 故 (4.7-2) 式 关于 
y; у„ 绝对 稳定 。 

下 面 考 虚 (4.7-2) 式 为 临界 控制 (包括 间接 控制 ), 即 Вел (А ) 
<0. 

定理 4.7.3 (4.7-2) 式 在 临界 情况 下 , 零 解 绝对 稳定 的 充 要 
条 件 是 : 

1) 矩阵 A + bel 稳定 ; 

2) (4.7-2) 式 的 零 解 关于 y, 绝对 稳定 。 

证 :必要 性 , 取 f(o)=a=clx, 则 (4.7-2) 式 变 为 


кш (A + beT)x (4.7-6) 
从 而 A + be” 应 稳定 , 故 1) 成 立 ;(4.7-2) 式 的 零 解 绝对 稳定 , 特 
别 地 关于 部 分 变 元 y, 绝对 稳定 。 
充分 性 ,将 (4.1-3) 式 等 价 地 改写 为 
ds = (А + bel) x + bf(o) — bo (4.7-7) 


因为 (4.7-2) 式 的 零 解 关于 y, 绝对 稳定 , 故 
bf(o(t)) - bo(z) >0 “t>o 
又 因 A + be? 稳定 , 仿 定理 4.7.1 可 证 明 (4.1-3) 式 的 零 解 绝对 稳 
定理 4.7.4 若 (4.1-3) 式 为 临界 情况 , 则 它 的 零 解 绝对 稳定 
的 充 要 条 件 是 : 
1) (4.1-3) 式 的 零 解 关于 部 分 变 元 yyri Yn 绝对 稳定 ; 
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2) ЖА + be! 稳定 。 
证 明 可 仿 定 理 4.7.2 和 4.7.3 证 之 , 略 。 
定理 4.7.5 (4.1-3) 式 在 临界 情况 下 , 零 解 绝对 稳定 的 充 要 
条 件 是 : . 
1) (4.7-2) 式 的 零 解 关于 у, 绝对 稳定 ; 
2) 存在 常 向 量 п = соб, з) ЕЕ: BCG, ) 稳 定 ,这 里 
а) 1<i<xn, 1<;j=<n-1 
sa 1<¿i< xn, у=п 


(4.7-8) 


U 


证 ;必要 性 ;9 的 存在 性 显然 ,例如 取 m= b, В1(4.1-3) 03° 
解 绝对 稳定 的 必要 条 件 成 立 。 

充分 性 :将 (4.7-2) 式 便 等 变形 为 
чы = Ув + bif yn) 一 %Уһ і = 1,2, 7 
利用 常数 变易 法 公式 


a 1 < 
y(t,t0,Y0) = еВ) yo + | Bro fly Cr) dr 
0 


- [ eB my, (ede 
t 


0 


仿 定理 4.7.2 可 完成 证 明 。 

要 从 上 述 充 要 条 件 派 生出 一 系列 实用 的 充分 条 件 ,说 明 这 些 
充 要 条 件 不 仅 有 理论 上 的 意义 ,也 有 实用 上 的 价值 。 

例 1 在 (4.1-3) 式 中 芳和 矩阵 A 稳定 , 且 (4.7-2) 式 中 的 系数 
满足 


п-1 а <0 
~2. 

a,-0 H < n 
ist b, = dich: <0 

i=1 

„-1 айы < 0 

或 a2, =0 E J n 
gal b, = Y cb <0 


则 (4.1-3) 式 的 零 解 是 绝对 稳定 的 ， 
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HE : fF we 


у (4.7.2) = aan +22 corel an) 


RTF y, 负 定 ,从 而 (4.7- 3) 式 的 零 解 关于 y, 绝对 稳定 。 

例 2 若 (4.7-2) 式 的 零 解 关于 y, 绝对 稳定 。A (ai ) 划 
ES п 41,365 п 列 后 的 (x 一 1) x (n - 1) RFID A,-1 (ay), H 
A，1(ai) 是 稳定 的 , 则 (4.7-2) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 

证 :作为 定理 4.7.5 的 应 用 , 取 р = - a, (1Si<n-1),y, 
=a, 一 1, 于 是 

A,-1(ay) 0 
B(6,;) = 0 
Ani sanm- 一 1 
从 而 À, (a; Е Bb.) „ ,稳定 ,定理 4.7.5 的 条 件 全 满 
足 , 故 结论 成 立 。 

定理 4.7.6 若 (4.7-2) 式 的 零 解 关 于 yiti Ya 绝对 稳定 
(1<j<n), Н 
ац 7 ау) 
稳定 
ал U aj 
则 (4.7-2) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 

ИЕ: & y(t) = y(t, toyo) := со yi(t1,t0,y0), 
y(t,to0,y0)) 


yr D) (z) = yD Cr, to, yo) = col(yjs1(£5 £0590) ,y(t tos 
yo)) 
b := colb) 多 eol) 


а1;+1› `... Qin 
AGP = : 
Qi+1， s Ain 
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(4.7-2) 式 的 解 的 前 j 个 分 量 满足 积分 方程 
YO) = A E yt) +f AM) ADO) (с) де 


+ PAPDA (rd (4-9) 


仿 定 理 -4.7.1 充分 性 的 证 明 可 证 (4.7-2) 式 的 零 解 关于 yG) (2) 
对 稳定 。 

由 定理 4.7.6 可 看 出 ,把 关于 部 分 变 元 的 条 件 加 强 , 即 加 多 部 
分 变 元 绝对 稳定 的 个 数 , 则 另 一 个 代数 条 件 AR ER AT A 
减弱 ( 维 数 可 降低 )。 

从 上 面 的 充 要 条 件 可 以 看 出 ,把 全 体 变 元 的 绝对 稳定 性 问题 
等 价 地 化 为 关于 部 分 变 元 的 绝对 稳定 性 及 一 个 易于 验证 的 代数 条 
件 , 理 论 上 化 高 维 为 低 维 ,因此 ,问题 的 焦点 就 转 到 关于 部 分 变 元 
的 绝对 稳定 性 如 何 判定 ,显然 比 关于 全 体 变 元 的 绝对 稳定 条 件 要 
弱 , 可 以 用 不 同 的 方法 ,解决 不 同 变 元 的 稳定 性 。 

下 面 给 出 一 些 关 于 部 分 变 元 绝对 稳定 的 充分 条 件 。 

~ ~ ~ — 
定理 4.7.7 ФА, = (ara Aan)?» Cy = (0,0,0,1) 
车 存在 关于 y, 为 无 穷 大 正定 的 函数 


V = y'By + |” f(y.)ay, 
和 和 常数 s >0, 使 得 


ATB + BA Bb + ТА, + ee, 
| 半 负 定 
(Bb + +A, + ee, ) 工 b, 
则 (4.7-2) 式 的 零 解 关于 у, 绝对 稳定 。 
证 : 作 函 数 
V = y'By о), (4.7-10) 


显然 , V RT у, 是 无 穷 大 正定 的 ,于 是 有 
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и 1(4.7-2) = y "By + y By+ ГА,у + b.f(y,)]f(y,) 
= [Ay + bf(y,)]!By + y"BLAy + bf(y,)] 


+ [A,y + b,f(y,)]f(y,) 
T. | 
У _ _ 1 
АТВ + BA Bb + An + ee, 
~ | Mn - 1> Е 
У) (ВБ + 2А, + єе„)Т | b, 
yı T У 0 ёе, | |1 
| Уһ i Уп | Уп 
Fl yn) flya)) een)” OF FO) 
<- Zeyn f (yn) <0 4 у, Z 0 (4.7-11) 


故 (4.7-2) 式 的 零 解 关于 y, 绝对 稳定 。 
因为 5, 志 0 是 (4.7-2) 式 的 零 解 绝对 稳定 的 必要 条 件 ,下 面 设 
b, <0 作 满 秩 线性 变换 


z = Ну 
其 中 
- by 
1 0 b, 
0 1 : 
н |: (4.7-12) 
= Ё,-1 
0 р, 
0 … 0 1 
则 (4.7-2) 式 变 为 
gel (4.7-13) 


Ta = > de + baf (zn) 
t 4 
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这 里 D(d;) = НАН! 令 b* = eol(0…0,7) 
则 (4.7-13) 式 可 以 写 为 


dz = Dz + 4 * f(z,) (4.7-14) 


显然 (4.1-3) 式 与 (4.7-2) 式 的 零 解 稳 定性 等 价 。 
定理 4.7.8 车 存在 形 如 


Su 7 Sim- Ü 

S= (San > 0) 
Sn-1,1 wee Sn-i.n-1 0 
0 wes 0 Sam 


的 对 称 半 正定 矩阵 ,使 得 SD + 076 半 负 定 , 则 (4.7-14) 式 的 零 解 
关于 z, 绝对 稳定 。 
证 : 作 V(x)= z Sz, W V(z) 是 关于 z, 为 无 穷 大 正定 的 。 
Y aaa = #78 + ЕТ: 
= 110154 + 51505 + (415% * +Ë * Та) f( z, ) 
=zT(SD + D'S)z+2b,Sinf (z, ) z, 
2B Sinf (Zp) 2, <0 当 2,70 
故 (4.7-14) 的 零 解 是 关于 z, 绝对 稳定 的 。 
”推论 4.7,1 若 存在 一 组 常数 p; 宇 0,i=1,2,…,n 一 1, р, 2 
0, 使 得 PD+ DIP 半 负 定 ,P= diag(p1,…,p,) 
则 (4.7-14) 式 的 零 解 关于 z, 绝对 稳定 。 


证 : 作 V(z) = > pz? У(&)Ж Р z, 为 无 穷 大 正定 函数 


dv = zT(PD + D'P)z + 2p,b,f (z, ) z, 
| dt i (4.7-14) 
< 2p,b,z, f (2s) < 0 4 z, #0 


故 (4.7-14) 式 零 解 绝对 稳定 。 
定理 4.7.9 若 存 在 正 数 &(i=1,2,…,n), 使 得 


-a> Delay! j=1,2,,n-1 (4.7-15) 
i=1 
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п-1 

— Ean > DEN aw | (4.7-16) 
i=1 
n—1 А 

- ЁЁ, > 2.6 |b; | (4.7-17) 
i=1 


i 

1)(4.7-16).(4.7-17) AP BDA НАГ, 
Са 7-2) ЖИР y, 绝对 稳定 ; 

2) (4.7-15) 式 中 有 (ma - jo + 1) 个 严格 的 不 等 式 成 立 , 不 妨 设 
第 дот 1…, 一 工 个 是 严格 不 等 式 , 董 涵 (4.7-2) 式 的 零 解 关 
于 Vigs Уп 1938 
证 : 作 V(y) = È &1ж1, ВН V(y) 是 无 穷 大 正定 的 函 
数 ， | 

D* V(y) 14.7.2) < 164, + Эб lag 1111 
+ (eb + S36 18 1) Lae | 
当 1) 成 立 ,不 妨 设 (4.7-17) 式 是 严格 不 等 式 。 则 有 

DIVO ел6, + 2, Elb Dll 0 

当 2) 成 立 , 则 有 


. п-1 п 
D* V(y) 14.72) < У | ay 1+ >; la; 1119; | 
ijo jel 


п-1 
<0 3215750 


故 结论 成 立 。 
$8 n È Лурье 间接 控制 系统 绝对 
PERRERA] 


考虑 Лурье 间接 控制 系统 


144 


d 一 Di aye; + ҺЕ i= 1,2, ‚п 
dš _ 
| dr (o) 
a = Уса —(ё (4.8-1) 


这 里 ajshi pli,j =1,… ,7n) 均 为 实 常数 0 天 0。 
S y= colly, Yno) х = col ci, s rn, E) 


作 满 秩 线性 变换 
人 i = 1,2,,n 
Yn = G = Уса 7 os, (4.8-2) 
i=1 
则 (4.8-1) 式 可 化 为 变量 分 离 的 系统 
| n+l 
T= Е ) ауу; і = 1,2,-+,n 
dee = Das, ~ pf (yn- 1) (4.8-3) 
这 里 
aij = aij + hie, 1 = 1,2, ‚Л 
е 
aur- i =1,2 ‚лп 


- A - q -~ he; . 
Qx+1 = сау = > ola + ч) ј = 1,2,.",n 
了 一 


ал+1, п+1 一 = салы = 2) 2 (- =] 
(4.8-1) 与 (4.8- 3) 两 式 的 零 解 的 绝对 稳定 性 等 价 。 
本 节 , 大 部 分 内 容 只 列 出 结果 ,其 证 明 方 法 完全 可 仿照 本 章 
$7 的 思路 和 步骤 进行 , 故 略 去 证 明 。 
定理 4.8.1 (4.8-3) 式 的 零 解 绝对 稳定 , 当 且 仪 当 
1) (4.8-3) 式 的 零 解 关于 w+1 绝 对 稳定 , 且 
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2) 矩阵 B= (b;), -ixG + 5828 AE 
{енсе 1=ј = п+1 
b = a, 其 它 
定理 4.8.2 (4.8-3) 式 的 零 解 绝对 稳定 , 当 且 仅 当 
1) (4.8-3) 式 的 零 解 关于 部 分 变 元 yj Yri ya ET 
xe, A 
2) 定理 4.8.1 的 条 件 2) 成 立 。 


因为 (4.8-1) 式 的 零 解 绝对 稳定 的 必要 条 件 是 о Š 
|。 esa qan rnana man 
z = Ax + ћЁ 


其 中 z=coll zi, t, Za), х= сох," ,二 ) 则 (4.8-1) 式 可 
拓扑 等 价 地 化 为 


dz; z < 
7 = Хаз + hi f(z,+4) 
j= 


(4.8-4) 


(4.8-5) 
deu _ 


= Dew — pf(zn+1) і = 1,2, 


定理 4. N 3 (4. 8. знана вин, 
1) (4.8-5) 式 的 零 解 关于 z, + ЛЕ» 


Dawa =[" ` вж. 


h* = eol(hy th?) 
因为 o>0 是 系统 (4.8-3) 式 的 零 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 , 设 
о>0% 
定理 4.8.4 若 存 在 一 组 常数 7;>0(i =1,2,…,n+1) ,使 得 


n+1 
Е ra; > ri | аӊ | (4.8-6) 
i=1 


ifj 
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则 (4.8-3) 式 的 零 解 关于 у, .1 绝对 稳定 。 


n+1 
iE: E V(y) = DOr; | y |, UE Dt V(y) lasa 关于 yni 
j=l 


负 定 ,从 而 结论 真 。 
定理 4.8.5 若 存 在 一 组 常数 一 >0(z=1,2,……zz+1)，, 使 得 


паў > Мт аф trol су! (4.8-7) 
у 
reo > Xr Lhe | (4.8-8) 


则 当 (4.8- 8) 式 为 严格 不 等 式 时 ， (4.8-5) 式 的 零 解 绝对 稳定 ， 
(4.8-7) 式 关于 j= 7j0,jot+1,…,n 为 严格 不 等 式 时 ,(4.8-5) 式 的 
零 解 绝对 稳定 。 


证 : 作 V(z) = әр | z; 1, 可 仿 定理 4.7.9 证 明 , 略 。 
定理 4.8.6 若 存 在 一 个 形 如 


Бур bo … bin 0 
p : : 
' bni bn2 1 Ban 0 
0 0 + Ü бала 


的 对 称 半 正 定 矩 阵 , 使 得 ATB + ВА 半 负 定 , 则 (4.8-3) 式 的 零 解 
关于 y+1 绝 对 稳定 。 

证 : 作 V(y) = y"By, BURT ESA Re 

定理 4.8.7 车 存在 s>0 及 (2+1) 阶 对 称 半 正定 矩阵 B ,使 
得 矩阵 


АВ + BA Bh + AA, + ee, 
| 半 负 定 。 
(Bh + LA, + gep) T Te ` 


其 中 А1 = COM Gast. san1, n1) В. 
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[FO dy =+ оо 
h = с0(0,,0,—-о) ,= col(0,…,0 ,1), 则 (4.8-3) 式 的 
零 解 关于 y, 绝对 稳定 。 


证 : 作 V(y)= y'By+ |” F Оу +1)ду, +1 


BA VOSS foddau >0 у 
V(y)—+ о 当 y, 1 — oo 


dV . . 
Ч; | (4-83) = y By + у!Ву+ [Ansty = pfl yn) 1Р0) 


= [Ay + АХ (у, 1) ]™By 
+ y BL Ansty = of yn) lf On) 
= уГАТВу + y’BAy + [h™By + у! ВА + Аа] 
oe Р(уһ+1) 一 ef (y,+1) 


У ATB +ВА (Bh + +AT, + ee, 
| ” Bh + lar + ee, )T 一 
f(y,,1) 2 n+l Een p 
T 


yı У 0 ее, У 


fom f(yn+1) (ве,)7 0 Ғ(уһ+1) 
— 26у, +1#(ул+1) < 0 当 Yn Z 0 
w. 


Ж.Ж B 是 正定 的 ， masis |” Уба) = + co 可 出 
去 。 


定理 4.8.8 若 存 在 一 个 nx n 对称 正 定 和 矩阵 如, 使 得 BA + 
АВ = -P 半 负 定 , 且 存 在 常数 e>0, 使 得 
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det = 0 
~ (Bh + Fe)? p-e 
B. а)ба = оо 
则 (4.8-5) 式 的 零 解 关于 z, 绝对 稳定 。 
这 里 =col(h í, h.) 
证 : 作 V(z) = z7Bz + |" (za dz, Ж V(z) 是 关于 
Zn+1 无 穷 大 正定 的 ,z= col(z1i,… Za)o 
WU) аву = He + Zk +z, (za) 
= 2! (ATB + BA)z + (hBe + 218 + сїз) 
° Кы) 一 Of’ (2,41) 
а |") -P (+501 x 


Ln Zn 
Ха) (B, +o)" -p+e Fn) 


一 efl z,n) <- ef Czn) <0 当 Zn Æ 0 
故 (4.8-5) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 
例 1 讨论 控制 系统 
ott ox, = x2 + f(s) | 
0а fla) p>0,flo)E Fe (4.8-9) 
а зю о/о) 
的 零 解 的 绝对 稳定 性 ,其 中 f(o ) 满 足 


| уа) =+ co 
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这 里 A - | | ATP + РА =-В 


给 定 任 何 正定 和 矩阵 B, ER Ляпунов 矩阵 方程 没有 正定 矩阵 解 ， 
故 传统 方法 失效 ,但 这 里 提供 的 方法 可 证 明 它 的 零 解 绝对 稳定 。 
事实 上 , 作 Ляпунов 函数 


V(x,a) = F(a} + 23) + |" fCo)do 


дү (а.в) = духо + riflo) + ziz2 — х)](а) 


= х1/(е) + z2f(o) — of (o) 
=- рр(0) <0 %4aF0 
故 (4.8-9) 式 的 零 解 关于 о 绝对 稳定 。 
MA f(o)=o,(4.8-9) 式 变 为 线性 系统 


dz} 
G 7 ate 
490 (4.8-10) 
аг 771 8: 
d 
Gp = 21+ 22 — 00 

А 1 -1 

det}-1 à 1 |=2(e+2)+A+ÀA +A +р 
1 -1 А+р 


= А+ рА2 + ЗА + р = 0 
特征 多 项 式 是 Hurwitz 多 项 式 的 充 要 条 件 为 
p>0 A, =3>0 
A; = h 0 -ap - p= 2020 
1р 
故 p>0 满足 条 件 ,从 而 零 解 绝对 稳定 。 
下 面 考虑 将 上 述 基 本 结果 应 用 到 Лурье 第 二 标准 型 


dz; 
а = 0+0 
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ч; = 2 Bai — po — 10а) 
j=1 
(¿= 1,2,-,n) (4.8-11) 
ХШ p>0,r>0,;>0 (i=1,2,…,n),f(0)€E Foo 
定理 4.8.9 # 


p>) жЕ | (4.8-12) 
则 (4.8-11) 式 的 零 解 绝对 稳定 的 。 
证 ; 作 Ляпунов 函数 
V(x,0) = Sex? + 02 (4.8.13) 


. z=1 
显然 V(x,o) 关 于 о 是 无 穷 大 正定 的 , 若 
-В 当 B<0 
¿=< e O<e <1 当 p=0 


В; 当 > 0 
则 有 
T1 T 
之 2 
-dV| _ 
dz | 48-11 = 
Tn 
в 
2¢11 0 0 © = (e+ B1)) {xi 
0 2с202 0 = (0+8) | ||. 
— (e, + By) Tn 
—(су+ 81) – (0+ po) * Cen + Br) 2p с 


+2%ю (с) . (4.8-14) 
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今 证 (4.8-12) 式 的 第 一 项 非 负 ,为 此 只 须 证 


2c101 0 … — (ey + By) 
def 2 ore — + 
D= det C102 | (сә Bo) >0 
一 (су + 81) — (e+ R) … — 2с,0, 


根据 引 理 4.3.1 展开 D, WO P ZM B. REA 
a (c; + B; )2 
因为 条 件 
p- уо 


成 立 , 故 4p 一 у; et Be +8) ЭСЕ (c; GTA) >o 
自然 满足 。 从 而 有 


дү <- 2raf(s) < 0 ш = 0 
t | (4.8-11) 


故 (4.8-11) 式 的 零 解 关于 o 绝对 稳定 。 
另 一 方面 ,在 (4.8-11) 式 中 , 令 f(o)=o, 则 (4.8- 11) 式 变 为 


dp = iti +0 
бо, (4.8-15) 
de = >) Bx- (p + r)o 
jel 
(i = 1,2,:**,п) 
对 (4.8-12) 式 , 仍 用 Ляпунов 函数 (4.8-13) 式 有 
У(х,в) = Уус: + о? 
j=l 
T 
1 — 2с101 0 … (ey + Br) = 
dV Е K 0 — 2с202 ; 7 
‘dt аза) = |: : (c, + Bn) 


(ci + Bi) (ca + 8) - 2р – 27 
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.2c1p01 0 =e = (cy +B) 
ай 2 _ 
& D, = det с2р2 | (ea + Br) 
-(с+81) —Ceot Po) : 2pt+2r 


=D+2r П (2с) 2227 |] (2с) >20 
=i jal 


Сад d: Vla. 8- 15) AE o 

从 而 定理 4.8. 1 的 条 件 全 满足 ， 从 而 (4.8- 15) 式 的 零 解 绝对 
稳定 。 

定理 4.8.9 的 结果 对 飞机 纵向 运动 方程 有 重要 的 应 用 。 

例 2 考虑 飞机 纵向 运动 方程 


dz; 
dt Pati te 


‚ (4.8-16) 
= 2 Ве = rp20 
(i = 1,2,3,4) 
Хх ,Р,>0,р2>0, flo) € Foo | 
显然 (4.8-16) 式 是 (4.8-15) 式 的 特例 ,这 个 方程 零 解 的 绝对 
稳定 性 有 许多 著名 学 者 研究 过 ,我们 这 里 要 列 出 前 人 几 个 典型 结 
果 。 f 
他 们 分 别 得 到 的 稳定 性 参数 区 间 为 


4 
.2.2 2 _ 2 
(a) min pir pi 166218) > 0 
(b) min o;rb2 ~ 4( max 161) > 0 


(с) min oir? p3 — aS) >0 
它们 的 几何 解释 分 别 如 图 4- 3(a), (ó), (с) 所 示 : £ R = 
min o;rb2 


1<:<4 


作为 定理 4.8.9 的 推论 可 得 到 结论 : 
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. # >> У) ВА 


则 (4.8- 16) 式 的 零 解 绝对 稳定 ， 这 个 稳定 性 参数 区 项 与 上 述 区 域 
的 对 比如 图 4-4。 


图 4-4 
比 上 述 典型 的 稳定 性 参数 区 域 扩 大 了 无 穷 多 倍 ,稳定 性 参数 
区 域 越 大 ,兼顾 其 它 技术 指标 的 可 能 性 就 越 大 ,从 而 实际 意义 也 越 
大 。 
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59 一 般 JIyppe 控制 系统 绝对 稳定 的 充 要 条 件 !@8] 


前 面 已 经 给 出 了 直接 控制 和 间接 控制 系统 绝对 稳定 的 充 要 条 
件 ,但 因为 通过 变换 ,化 为 关于 部 分 变 元 的 绝对 稳定 性 ,不 便于 与 
JIyppe 方 法 .S 程 序 .Popovy 方 法 等 传统 结果 进行 对 比 。 

为 了 与 经 典 的 主要 方法 和 和 结果 进行 有 效 的 对 比 , 我 们 不 变换 ， 
而 且 不 必 分 直接 控制 :间接 控制 ,临界 控制 ,用 统一 的 处 理 方 法 来 
得 到 一 般 Лурье 控制 系统 的 绝对 稳定 性 的 判 据 。. 

仍 考虑 一 般 的 Лурье 控制 系统 (4.1-3), 这 里 仅 假 设 
Кел (A )<0。 I 

定义 4.9.1 称 (4.1-3) 式 的 零 解 关于 反馈 变量 集合 Q Š 
fx:1c=cix=0| 绝对 稳定 , 若 Yf(o)EFo, Ye>0,346(e)> 
0,24 || xo ll 之 6(e),(4.1-3) 式 的 解 x(1) 生 x(z ,to,xo) 满 足 

lolt) 1= 1 ex(t) I< e,t Sty 
V xo € К", limo (z) = Jim e!x (2) = 0 

FEM 4.9.2 ЕЩ V(x)E CIR",R!], 关 于 OER 
LAELA 

=0 4x C€ Q! |29 34 x € Q 
x) |> 0 LER И s eal 

Ж V(z) 关 于 Q 为 无 穷 大 正定 ,车 VY (x) 关于 Q ІЕЕ, Н 
V(x)>+oo,34| o >+, 

ЛЕШ 4.9.1 (4.1-3) 式 的 零 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 是 : 

DB Z [A + beT] 为 Hurwitz 和 矩阵 ,90=1 或 2=0; 

2) (4.1-3) 式 的 零 解 关于 Q 绝对 稳定 。. 

证 :必要 性 

134 Вед (А) <0, 9 0 =0; Ч ReA(A)<0, Ж 0 =1,3⁄ (0) 
= o = у 代 人 (4.1-3) 式 , 便 可 知 B “А + obe? 稳定 。 


У( 
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2) е>0, e= 2—7 ‚ 18(є)>0 
шак |с; 
X | xol <8,Ж 
По 11560) 1< 
j=l 
进而 有 
| o (t) <> | cz; (t) |< пах 10 | 2; | z; (z) I< mx [с le =e 


Н. lim | o (z) I< lm mx |c рэ 150) 1= 0 Vx € Fm 
充分 性 (1) xlt, гохо) HH 
x(t) = еВ) x, +f eB) bf (a(r)) — Өре(т)]йт 


余下 可 仿 本 章 $7 的 定理 4.7.1 的 充分 性 证 明 。 
定理 4.9.2 (4.1-3) 式 的 零 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 是 ; 
1) B ŽA + bbe7 稳 定 ,9=1 或 6=0; 
2) 存在 V(x)E C[ R*,R!], V(0)=0 满足 
V(x) 2g(ls l) @€ KR 


у (4.1.3) < — Wc i), WE K 


证 :充分 性 ,只 需 证 条 件 2) 昔 涵 (4.1-3) 式 的 零 解 关于 A 绝对 
Ve>0,3j6(e), 因 V(0)=0(0EQ), П V(x) 连续 , 故 当 
| х,|<8, ЖЭ У(х)<(=),нЖЇ# 2) 
pCl o(t) 1) < V(x(t)) < У(хо) < ele) 
ilolo) |< (e), Mii(4.1-2) АЈ КТ OBE. 
下 面 证 limo(z) =0, Vxo€R", 由 条 件 2) 知 


V(1) 宇 V(x(z)) 单 调 下 降 , 且 有 下 界 。 
Be inf V(x(z)) = limV(x(z)) Sa 之 0 存在 。 
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进而 易 证 下 极限 a 只 能 在 Q 上 达到 。Y x| € R" 由 条 件 2) 可 知 
LIESTE k(t) =А<Н< о 
#lima (2)220, H o (t) 的 一 致 连续 性 知 存在 B>0, 7 >0 和 
УШАК: 
1002) 128 Є [5-7,5 +] 


r= inf eu ol) > 0 
BSlol< 


令 
于 是 有 V(t) V(to) + ‚ Var 
< Vip) -fi (1 olt) di 


Vite) – >|” k cfr)1l)dr 


< 
< Vig) Zn о 4 n — оо 
(4.9-1) 
I V(x(z))Z0 FA , Аа (2) =0, 故 (4.1-3) 式 的 零 解 关于 
О 绝对 稳定 ,由 定理 4.9.1 知 充分 性 成 立 。 
必要 性 ,因为 (4.1-3) 式 的 零 解 绝 对 稳定 , 故 OR” 是 吸引 区 域 ， 
ҮхЄ рК", 
ф(х) = supi | x(2) 12] 
易 知 p(x) 有 以 下 性 质 。 
1)g(x) 实 0, 等 号 当 且 仅 当 x=0 时 成 立 , 且 g(x) 是 无 穷 大 
正定 的 ; 
2)gp(x(z)) 单 调 不 增 ; 
3)ф(х)® R" 上 连续 函数 。 
再 定义 


V(x) = ИСКОТ (4.9-2) 


则 VG) =], е(х(т + 9))e dq 
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记 了 = | pE ae 
利用 p(x(6) ) 的 性 质 ,经 过 分 部 积分 等 技巧 ,不 难 证 明 
AVE) | <0 >á x = 0 


从 而 存在 正定 函数 W (x) ,使 得 


avis ЧУ) |< W(x) 


HEP mae ыан SRA (ll x|) EKRA 
WI x] )€ K, 使 得 


V(x)> (|l x |) = 63) | z; о sr | са; ) 


#Сгах Гат) 101200191) ЄКЕ (4.9-3) 
Ш V(x) 关 于 0 为 无 穷 大 正定 。 | 
de аз S- Wr) <- W( | x |) 
<- Т (max Ге; 023 | cx; | 
-q(C 1 161) £- (ol) 
max | c; | 
ČEK (4.9-4) 
KVO аз 0 负 定 。 从 而 定理 的 条 件 2) 成 立 ,条 件 1) 
rr 


定理 4.9.3 若 下 列 条 件 满足 
1) (A+ Obe7) 稳 定 ,9=0 或 69=1。 
2) 存 在 对 称 矩 阵 Р, ;和 常数 8B 宕 0,a >0, 


使 得 V(x) = хЇРх + sl” s(o)de 有 估计 式 


yTPx > ac’ 或 
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V(x) = e|“ (a)do,8 > 0, B| /(о)Чо =+ оо 
3)х (РА + АТР)х + (2РЬ + ñATe)!xf(o) + fet bf? (o) 
< — тє 
r€la2, o (с), P(o), 0<e<l, 则 (4.1-3) 式 的 零 解 
绝对 稳定 。 
证 :只 需 证 定理 4.9.3 的 条 件 2).3) Be 4.9.2 的 条 件 
2)。 


事实 上 , 作 V(x) = хрх + в}? а) 


由 条 件 2) 有 
gi(lo 1) =a + Bl” fodo < V(x) Ф Є KR 
或 Ф091) Ep fv) Є KR 
ду la = xT(PA + АТР)х + (2Pb + BATe)T 


хуа) + peTbf?(o) 
<- єг = _ (la l)z € |2 ,of(o), (с). 
даа. 9.2 的 条 件 2) 满 足 ,从 而 结论 成 立 。 
定理 4.9.3 优 于 前 人 的 一 些 经 典 结果 ,下 面 以 推论 形式 来 说 
明 这 一 问题 。 
推论 4.9.1 (好文 献 [57] 定 理 2. 1) 若 存在 对 称 正定 矩阵 P 
和 和 常数 8>0 使 得 


V(x) = x™Px + f flo)do 


la) = x (PA + A!P)x + (2РЬ + ВАТ c)! 


- xf(o) + ВТР (о) 
йт, mat 1-3) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 
证 :只 须 验 证 定理 4.9.3 的 条 件 满足 。 
当 A 稳定 (对 应 9=0 ), 有 


ду 
dt 
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п 
п>) | CZ; ? 
j=1 


C; | 
1<;< 


2 
=a——2—, = e(ls])€ KR (4.9-5) 
-n max |с; ‚|2 
994 


这 里 为 P 的 最 小 特征 值 。 


故 v(xz) 关 于 0 OER 
а] | (4.1.3) < (| x l) 


тах 


а) s! ~ ve) | 


ЖФ. РЄ К, 故 定理 4.9.3 的 条 件 全 满足 , 故 结论 真 。 
下 面 来 改进 Майгаран 定理 [文献 [74]P62 定理 1.1] 
设 ах - Ax- bf(o) (4.9-6) 
f € Flee) = Z| f! £0) = Ша < 0006) < kyo” о 50] 
令 plo) Š — kio + f(a) k = ЁйЁу— kl 则 p(0) = 0 
0 < solo) < ko? 
Sı = ор(о) | 
S; Š (f(a) – Бо) (в – f(a)) SO 
ЖФ 4.9.2 it A BE, V(x) = x Px AFRE, H 


у = —2х!@х - 2xIPbf(a) 


其 中 Q = PA + ATP 
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而 - (ЧУ а. 1-3) + Si )= = x7(2Q + kicT)x 
+2xi(Pbh - с) о) (4.9-7) 
关于 0 正定 。 
或 
- (SE аз) + S2) = xT(2Q + узсе) x 


+ 2x! (Pb 一 ter + ko) ef(o) (4.9-8) 
KF 0 正定 。 则 (4.9-6) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 
显然 比 Maiirapa 定理 中 要 求 P 正定 的 条 件 要 弱 。 
下 面 推广 Morozan 定理 [32] 。 
考虑 间接 控制 系统 


dz 


T = Ax + bf(c) A € R” bE R” сЄє К" 


(4.9-9) 


de = сїх - pfo) flo) € F 


HE 4.9.3 Morozan 定理 的 推广 
BAN p t JEE LAPEER, 使 
得 
W(x) =- x'Gx + f(o)|2ulx + TA ly] - of (o) 
半 负 定 ,其 中 w= B+. 
В 为 Ляпунов 矩阵 方程 BA + ATB = — G 的 对 称 正定 解 。 


则 (4.9-6) 式 的 零 解 绝 对 稳定 。 
证 : 作 Ляпунов 函数 


_ a — Bo 
V(x)=xiBx + |, f(a)dot УС CTA Tb) 
(eTA x-0)? (4.9-10) 
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IV las. = — хЇОх +2f(s)(Bb+ be") x — f(a) 
torda Tp A —o)(pt+e'A'b) f(a) 
= —xIÍGx + /(о){2и!х + ЕТА іх} 
-of(o) – Бо) 
= W(x) – pof(o)<— fof (c) 
故 结论 成 立 。 
注 ”IMorozan 定理 要 求 G E, W 负 定 ,这 些 条 件 显然 蕴涵 
推论 4.9.3 的 条 件 成 立 。 
下 面 利用 定理 4.9.3 来 讨论 几 个 实例 ,这 些 实例 有 些 既 不 属 
于 直接 控制 系统 ,又 不 属于 间接 控制 ,而 是 更 复杂 的 临界 控制 系 
统 ,这 些 例 子 ,用 JIyppe 方 法 、Popov 方 法 是 十 分 糠 手 的 ,这 些 例子 
也 很 好 地 回答 了 文献 [53] 中 P.119 中 的 第 二 个 问题 。 
fiji 


“de TT Tit ж» + flay + x2) 
d (4.9-11) 
S = zi = zz t 2f(zi + z2) JE Fo 

讨论 它 的 零 解 的 绝对 稳定 性 。 


Ф £ F(zi+zz)=zi+z2 代 人 例 1 之 中 得 到 
0 2 
B=" 2) E, 
故 定理 4.9.3 条 件 DRE. 
OE V = (z, + z>)2 


ду чәл) =—2(тху+ 20) f(r1 + z2) 


XT Q ®{|х,ос= zi+ zs=0| 稳 定 , 定 理 4.9.3 条 件 2) 满 足 , 故 
(4.9-11) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 
#2 ”讨论 
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ч = Or, + x2 — f(xy — x) 
dz (4.9-12) 
Gp =T mi t 0z> + 2f(ay - 22) f€ Fa 
的 零 解 的 绝对 稳定 性 。 | 
0 1 
A-| | и-нин, 


故 例 2 既 不 是 直接 控制 ,也 不 是 间接 控制 ,而 是 更 复杂 的 临界 控制 
系统 。 
Фе f(z 一 22) 二 1 一 a2 AKA(4.9- 12) 式 ,得 到 


-1 2 
B-[, “| жй. 
© v= (zl + 23) 
ФУ lasa = = (zi = za) fa = z2) 
ЖЕО = |z,z1 — х = 0} 
负 定 , 故 定理 4.9.3 的 条 件 全 部 满足 ,从 而 (4.9-12) 式 的 零 解 绝对 


例 3 研究 三 维 控制 系统 


dx, /dt 0 0.5 -0.5] х1 
dx2/dt = |-0.5 0 0.5 x2 
dx3/dt 0.5 -0.5 -1 х3 
1 
— |1 f(a, + т; + хз) (4.9-13) 
1 
0 0.5 -0.5 
Q 易 验 证 4A=|-0.5 0 0.5 | 稳定 
0.5 -0.5 -1 


© V=(xji+ 23+ 23) 
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dV 
dz | (4.9-13) S 2(zi + z2 + z3)f(zi + ху + za) 


BU олут 0 Š |=|zi оз ОАА ARMAS. 
JH ASAT WA Лурье 方法 或 Popov 方 法 解决 ,但 要 进行 极 
为 复杂 的 计算 , 当 解 Лапунов ЖЕЕ. 
РА + ATP =- B 
就 遇 到 解 als ep HATE, 
йз ”讨论 下 列 三 维 榨 制 系统 


STi 0r, + az- f(a) 
з= -r t022 + flo) ` (4.9-14) 
= L — z ~ pf (e) p>0 (с) ЄЕ., 
这 里 | Fojdo = + oo,A = | © ‚| 不 稳定 ,常见 的 传统 方法 
失效 。 
OF f(o)=0 ”代入 (4.9-14) 式 ,得 
0 1 -1 
B=|-1 0 | 
1 -1 -ọpọ 
易 验 证 B 稳定 。 


@ 作 У = F(a} + zb + [Foda 
ЧУ разму =- 000) <0 4oF0 ， 
故 (4.9-14) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 


$ 10 ”改进 的 S 方 法 ' 人 9 


判定 Лурье 直接 控制 系统 的 绝对 稳定 性 时 ,S 方 法 是 最 灵活 ， 
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应 用 最 方便 ,苏联 学 者 很 乐于 采用 的 方法 ,但 传统 的 S$ 方 法 要 求 凑 
成 的 S(x,o) 关 于 (x,o) 负 定 , 关 为 半 负 定 , 则 失效 了 ,还 得 借助 于 
Красовский-Барбашин 定理 或 LaSalle 不 变 原 理 才 可 能 判定 其 绝 
对 稳定 性 ,相当 麻烦 ,这 里 要 介绍 一 个 改进 的 $S 方 法 , 它 推广 了 原 
S 方 法 ,扩大 了 应 用 范围 。 

定理 4.10.1 KA 稳定 , 且 存 在 常数 a >0, 8Z0 及 实 对 称 
正定 矩阵 已, 使 得 

1 


r>0 R- lad" >0 (4.10-1) 


或 R> O r-d'R'd>0 (4.10-2) 
则 (4.1-3) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 这 里 
R =- РА ~ АТР 


_ [Pb + + (ae + ВА?с)] 
r =- ЖЇР + р 
0< LD < o 


证 : 作 Ляпунов 函数 
V(x) = xTPx + В| Foda (4.10-3) 
SY laas = хТ(РА + ATP)x + 2(Pb 
+ Iar )Txf Co) + Beibf (a) (4.10-4) 
利用 S 方 法 ,将 (4.10-4) 式 整理 成 为 | 
-dY шз = xRy + 24Tef(a) + rfo) + af(a)(o — +) 
= S(x,0) + af(o)(o - Tf(0)) 
这 里 S(x,s)=xTRx+2dixf(a)+rf2 (a). H k= + оо, ШЖ 
E(4.10-1)BR(4.10-2) RM S(x, 020,18 аз 
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-2cf(c) 关 于 О 负 定 ,从 而 由 定理 4.9.3 知 结论 成 立 。 
推论 4.10.1 # p= + %, 下 列 条 件 之 一 满足 


Ф (25° + Po) к (BS + pyle ab <0 
© (83 + Po) Re] – [7871] 


. (Же + PTR (BAE + Pb) + ВТ] > 0 
(а + Pb)TR le < 0 
© (Me + руте <0 H 
(Are + Pb)'R cF – [eRe] 
. r ac + рь)те 1064 + Pb) + 87] > 0 


则 存在 a >0, 使 得 (4.10-2) 成 立 ,从 而 (4.1-3) 式 的 零 解 绝 对 稳 
定 。 
证 : 因 R>0, 令 dTR-1id - г=0, Вр 


(Me + Ph+ ETR (BAE + py + абу + аль 
亦 即 


Cpc 2, ГВА! Tp-1€ , el р 1, ВАТЕ 
zR уа 十 [ 2 +Pb]!R 7+8 ( 2 + Ph)a 


+ (ARCs pp) TR AA + Po) + po =0 ` (4.10-5) 
件 中 、@、 之 一 满足 ,定理 4.10.1 条 件 成 立 , 故 结论 真 。 
推论 4.10.2 “Ж k < +o, PARRY 
-eR Id>0 (4.10-6) 


(к 714) - TR le(dTR 1а + fe) >0 (4.10-7) 
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V(x) = Px + 8| (о) ао 沿 (4.1-3) 式 的 导数 
la 338 Q 负 定 ,从 而 (4.1-3) 式 的 零 解 在 Hurwitz 角 域 [0， 


上 |] 内 绝对 稳定 。 
证 :由 条 件 蕴涵 着 存在 e >>0,0<e<1, 使 得 
jeR-1d>0 (4.10-8) 
(zł eR 142 -eB e(dTB d + eT) >0 (4.10-9) 


BA 
一 wv | (4.1.3) =x Rx +2d"xf (0) 
+PP) + af(e)(o-F4-flo)) 
= 5 (x,0) + afla)(o-4-flo)) (4.10-10) 


其 中 а = - [Pb +} (ac + BATe)] 


显然 ,R 正定 ,从 而 条 件 (4.10-6) (4. 10-7) ARIE T 
R d 
det ат; = 0 
关于 а 有 正 数 解 , 故 S(x,c)>>0, 从 而 
ЧҮ larn <- а/(в)(во – ро) (4.10-1D) 


关于 О 负 定 , 即 (4.1-3) 式 的 零 解 在 Hurwity 角 域 [0,k] 内 绝对 稳 
定 。 

推论 4.10.3 的 条 件 , 即 定理 4.4.2 的 条 件 说 明了 推广 的 S 方 
法 没有 亏损 。 | 

文献 [65] 举 了 一 个 例子 ,说 明 经 典 的 S 方 法 是 有 亏损 的 , 现 仍 
用 此 例 来 说 明 新 的 S 方 法 能 判定 它 的 绝对 稳定 性 。 


167 


dt =— 2x; + 0x2 + f(r2) 
1 (4.10-12) 
dt = їр 427 9702) 


1 
a les- | eff 
取 V = $2} + ah + [far 


dV 
dr (алба) 三 一 222 + 22123 — 225 


+ 2ayf (22) 一 22> f (212) 一 + (z) 


21 T 一 2 1 1 Tı 
= |x 1 一 2 一 1 二 5 21 
fla)} \1 -1+s -125 f(a) 
— sr2f (x2) 
取 s=} Ëf 
-2 1 1 
1 
1 -2 -2|=0 
1 1 
1 -2 72 
从 而 dV< TG) БО 


0 = Ë ly, = z, = 0] 
负 定 ,从 而 (4.10-12) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 


511 时 变 Лурье 控制 系统 的 绝对 稳定 性 


本 节 考 虑 时 变 JIyppe 控制 系统 
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° = A(t)x + bf(o,t) 


, (4.11-1) 
с = cdx = ` ca; 
的 绝对 稳定 性 。 
这 里 A(z)EC[I,R"*"] b,cER",xE К" 


f€ Foy = If: 1700,2) =0, 
p< flan <, <+ 0,29 0,7 Є C[I x R,R]| 


关于 (4.11-1) 式 零 解 的 绝对 稳定 性 ,关于 0 := {х | o= 0] 
绝对 稳定 性 ,以 及 V(x) BREF 2 的 定 号 性 等 定义 与 本 章 $9 


节 相 同 。 
定理 4.11.1 假设 下 列 条 件 满足 
1) SE=AGDxz (4.11-2) 


的 零 解 一 致 渐 近 稳定 ; 

2) (4.11-1) 式 的 零 解 关于 Q 在 Hurwitz 角 域 [0,&] 内 绝对 稳 
定 。 

则 (4.11-1) 式 的 零 解 在 Hurwitz 角 域 [0 ,有 ] 内 绝对 稳定 。 

证 :根据 常数 变易 法 , (11-1) 式 的 任意 解 能 表示 为 


x(t) © x(t,t0,40) = K(t,to)xo + | КО, 60а (е), к) 
这 里 ,K(z ,t0) 是 (4.11-2) 式 的 Cauchy 和 矩阵 的 解 。 
因为 条 件 1) 成 立 , 故 存在 常数 а >0 及 M 之 1 使 得 
Кбе, т) | < Me “СО 
由 条 件 2), Ye>0, 3 了 bi(e)>0, 使 得 当 | xo || <ó,(e) 


2є N 
| o(t,to.%0) |< FT b TE щур гу 
这 意味 着 当 | xol <8 (e), M t> to A 
| ME» | Bf(a (z, гохо) e) Il de 
ty 
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t 
<| мее |b || RL (rto) Ide < $ 
10 . 


(4.11-3) 
取 8(є) =min(47 dr (e)) WM Il xo || <8Ce) to A 


аа < NE 


< > + > =e 
故 (4.11-1) 式 的 零 解 稳定 。 
Y x € R” ,用 LHospital 法 则 可 推出 
0< lm | xC) < lim Me “G= | xo | + 


t 
tim | Mee? | bf(o(e),) | ar 


= 0+ lim Lf Ме“ || flo(r),r) | dz = 0 
t=+ co ty 


故 (4.11-1) 式 的 零 解 是 绝对 稳定 的 。 

定理 4.11.2 假设 

1) 定 理 4.11.1 的 条 件 1) 成 立 ; 

2) 存 在 一 连续 函数 М(х) Є C[R" ,Rj], 使 得 

У(0)=0 V(x) > фФ(1с1) ФЄ KR 
(4.11-4) 

3) D Vw) lunn- #0151) WER (4.11-5) 

则 (4.11-1) 式 的 零 解 在 [0,k ] 内 绝对 稳定 。 

证 :因为 V(0)=0(0EQ0), 且 V(x)EC[R",R], Ye>0, 存 
在 8(e)>0, 使 得 VYxoE ole), М [| xo Il <6(e), 由 (4.11-4)、 
(4.11-5) 式 有 
oll olt,to,xo) |) < V(x(t,to,xo)) < V(x) < ф(є) Be to 
这 就 蕴涵 着 

| o(t,to,xo) |< € 41> to 
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SE: VxoE R", 有 lim olt,to,x0)=0 
(4.11-5) 式 蕴涵 着 
inf V(x(t)) = lim V(x(z)) 
仿照 前 面 定理 充分 性 的 证 明 ,能 证 明 


#,>0 


jim o(t,t0,X0) = 0 
根据 定理 4.11.1 知 结论 真 。 
定理 4.11,3 如果 以 下 条 件 满足 ; 
1) 定理 4.11.1 条 件 1) 成 立 , 且 |f(o,z)| 宇 (1o|)EK; 
2) FREE PRE В(2) xn AV Ka >0, p >0, >20 є > 
0, 使 得 有 
Bio xT Bx > 80? нж 
GC) g(t) 
g(t) КЕЕ 
这 里 G(t)=A'(t)B(t) +B(¿)A(:)+B(t) 
| gG)=BG()b+ Fe 
则 (4.11-1) 式 的 零 解 是 绝对 稳定 的 。 
证 :选取 关于 0 为 径 向 无 界 的 Ляпунов 函数 
Vit,x)=x'Blt)x Й] 
dY аш = ХАТ )ВО) + BG) + BG)AGt))x 


di 
+ 2x'B(t) bf(o,t) 
= x? (AT(4)B(z) + Bz) + B(t)A(t))x 
+2x™B(t)bf(,t) + аст (о) рү бо.) 
- a(o - HEY) о л) 
GG) g(t) 


T — ga 
g (i) k +e 


RE 


= (xT, f(o,t)) Lén) 
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East) f(a,1) 
<- ala ~ DED 65,4) 


— alo 一 


<- С) 6700,0) < pe iol (121) 


жае laan 关于 Q 负 定 ,从 而 (4,11-1) 式 的 零 解 绝 对 稳定 。 


812 ”具有 多 重 非 线性 反馈 项 的 控制 系统 [72] 


考虑 具有 多 重 非 线 性 反馈 控制 项 的 Лурье 控制 系统 
dz 


j= Art > f(a) (4.12-1) 
с; = сіх = Ус | j = 1,2, sm 
了 一 上 
这 里 ACR, хЄК", b=col(b1, sbn) 


Cj =col(ci; |". Crj) 


fEFo  RealA)<0 
ИШЛЕ ml 
Z lx, lel- Š a12 Side i= 0] 


仿照 上 面 关 于 Q 绝对 稳定 ， 关于 0 正定 的 V 函数 ,关于 О 
径 向 无 界 的 V 函数 的 定义 ,来 定义 (4.12-1) 的 零 解 关于 (0， 
(0;)) 绝 对 稳定 ,V 函数 关于 (0 ,(0;)) 正 定 , 径 向 无 界 等 概念 。 

定理 4.12.1 (4.12-1) 式 的 零 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 是 : 


1)B = “A + Doce, 稳定 ,其 中 6 = 1 或 9 = 0; 


2) (4.12- 1) 式 的 零 解 关于 2 绝对 稳定 。 
证 :充分 性 , 由 常数 变易 法 公式 (4.12-1) 式 的 通 解 x(:) = 
x(t,to, Xo) 可 表示 为 


x(t) = PE yo +Í CUD bfi lole) – > 952; (с)11а= 
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仿照 本 章 $9 定理 4.9.3 的 证 法 可 完成 充分 性 的 证 明 。 

必要 性 ,1) 若 A 稳定 , 则 取 6=0,j=1,2,…,m, 则 B=A 稳 
Ж, Вел (A) <0, RR 0, =1, AR fj(0)=0;=clx,j=1， 
2,…,m, 则 (4.12-1) 式 变 为 


= [А + >) 0beT]x 
gel 


故 B=A+>)Obe! 稳定 。 
j=l 


2) Ve >0, £ = 一 ,存在 S(e) > 0, 使 得 
> [ F | 


| xo ll < (е) ГТ 


{хп = SDig@i<e ET 
FAM, > i: 
Уук ЎТА < Wee =e 
因此 МЄК", и 
lim | x(t) || =0 
FRA 
0< lim >) | с (t) | < >! cj || + lim || x(z) | = 0 


从 而 (4.12- 1) 的 零 解 关于 0 是 绝对 稳定 的 。 

定理 4.12.2 (4.12-1) 式 的 零 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 是 当 
且 仅 当 : 

1) 定理 4.10.1 的 条 件 1) 成 立 ; 

2) 存在 V(x)EC[R”,RI 和 pEKR,VEK。 

使 得 VZ e(|]a]) 


av lann S- WU о!) 
证 :必要 性 ,因为 (4.12-1) 式 的 零 解 绝对 稳定 , 故 R" 是 吸收 
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Kit, Y f€ F, V x€ R” ,Z- 
W(x) = supi | x(t,0,x) |]7,2 0} (4.12-2) 

则 W(x) 具 有 如 下 性 质 。 

1) W(x) 20, H14 x=0, W(x) =0. 

W(x) 是 径 向 无 界 正定 函数 。 

2)W(x(z)) supl | x(t + n,0,x) 12, 720} ,是 单调 递减 
函数 。 

3) W(x) 在 R" 内 连续 。 

REL ` 


у(х) =] WCO, x) е "dy (4.12-3) 


显然 V(z) 是 径 向 无 界 正定 函数 , 故 存 在 рЄ KR ,使 得 
V(x) > (Ix l) 


S$ =| Wx(s))ds 
则 Ф=Ф,=%У/(х(т+)) (4.12-4) 
用 分 部 积分 便 有 


V(x(t)) = | erdB ет Wee) Ide 15 
+ || “Bt + n)e "dy 


=- | w(x(#)de (Фе + pean 
(4.12-5) 
因为 W(x(z)) 是 单调 非 增 函 数 , W(x(z)) 是 有 界 的 ,因此 ， 
推出 
W(x(t)) 22 W(x(t + 7)) 720 
lime™?| W(x(€))d€ = 0 
re 0 


因为 


dV КЕ _ 
+ =T W(x(t)) + | De "dn 
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=- W(x(2)) +) W(x(¿ + 9))e Md 


= [OUWE т) = W(x(z))]e aq 
特别 地 ， 如 果 x(t) 是 (4.12-1) 式 的 非 零 解 , 则 
W(x(t)) 关 W(x(t + 7)) 或 
W(x(t)) =W(x(t+7))>0 Ҹу о 
这 意味 着 W(x(z))Z2 W(x(¿ + n)) 或 
W = sup( || x(z,0,x) 12,2220) Z 0 
因此 ,如果 x(2)A0, 1. 


| Tw(zG + 9) = Wie) Jedy < 0 


即 lanso % узд) 
这 样 , 便 有 


B аа <= ФС) =X 1 x 1) 


- ФС; ул. 1 >? | сух; | 


m j= max | су | 


>? > | cx; | 


| # wie!) , vllo I)EK 
因此 ,条 件 2) 满 足 , 证 毕 。 
充分 性 ,因为 V(0)0,0€.0, 有 日 V(X) 是 x 的 连续 函数 ， 
Ve>0,36(e)>0, 使 得 V(xo)<g(e), 当 xo 上 <6, 这 意味 着 
p a(t) 1) < V(x(t)) < V(xo) < ele) 


< Pa pax Fey | È 


Вр la(t)|<e 
从 而 (4.12-1) 式 的 零 解 关于 2 稳定 。 
现 证 lima(t,to,x0)=0 VxoER” 


定理 4.12.2 的 条 件 2) 蕴 涵 着 
ФО (2) 1) V(x(:)) < V(xo) 
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故 lalt) Kp У(хо)) 2 Н< oo 

若 lime (z)2Z0 

因为 在 任何 紧 集 中 c(z) 是 一 致 连续 的 , 故 存 在 常数 8B>0,7 
>0 和 序列 tolti <t, <t, 7 ,使 得 


| o(z)12> В 34, €C [£ — Tt; ty] j =1,2,-° 
A =; 
令 r кн! в) 从 而 可 推出 
t dV 
0< V(t) < V(to) + dt 


< V(t) 一 Df ka olr) 1)dr 


< V(to) ~ 2пу — © 当 д 一 oo 
矛盾 ,说 明了 limo(z) =0, 从 而 (4.12-1) 式 的 零 解 关于 N 绝对 稳 
定 ,由 定理 4.12.1 知 结论 真 。 
推论 4.2.1 (4.12-1) 式 零 解 绝对 稳定 当 且 仅 当 : 
1) 定 理 4.12.1 的 条 件 1) 成 立 ; 
2) Vf EF(I=1,2,…,m), 存在 VA(xJE CLR”, RIG = 
1,2,…,n) 使 得 
У (х) > go (1 oj 1), Є KR ј =1,2,°",m 
Dt УФ <- POO), POEK ј= 1,2, т 
Жі 4.12.2 ЖЕРЕ ДЕ, (4.12-1) 式 零 解 绝对 稳定 
的 。 
1) 定 理 4.12.1 的 条 件 1) 成 立 ; 
2) 存 在 实 对 称 和 矩阵 P 和 常数 B 宇 0,i=1,2,…,m,a>0。 使 
得 


V(x) = x™Bx + > a | (о, 


满足 x! Bx >a У) х? а >20 为 常数 


j 


Ш 
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或 V(x) > DBI Flo do, B > 0 是 常数 
H [Fla de; = + co 
. 3) 全 入 -er 


m 


z € jo’, 219362), У) (а) ата) 
< 是 正 数 。 


则 (4.12-1) 式 的 零 解 绝 对 稳定 。 
这 两 个 推论 的 证 明 是 很 容易 的 , 故 略 。 
例 1 考虑 文献 [67] 研 究 过 的 例子 


q 717 фу(ху) — 2@;( x2) 
4 (4.12-4) 
X2 


dt rT 29,(x1) 一 29, (x2) 
其 中 e (xi)€ Foo, ф(х) EFw, 现 在 用 极 简单 的 方法 证 明 它 的 
绝对 稳定 性 。 
事实 上 , 取 
М(х) = vxisignxi + x2signx2 
D* V(x) \(4.у2.4) S-I xí |— | x2 |< 0 4x > 0 
根据 推论 4.12.1 知 (4.12-4) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 


813 ”具有 刚性 和 旋转 反馈 的 非 线性 控制 系统 


考虑 具有 刚性 和 旋转 反馈 的 非 线性 控制 系统 


Art вау (о) 
(4.13-1) 


Чё = f(a) с= сїх — r€ — М (с) 
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ХШ xR", ACR” ,b,c,d€R",r, NER rz0, 如 图 4-5 所 示 。 


d£ 


> 图 4-5 
Fri] £| f | /(0) = 0, O< kc? < of(o) < ko’, Va Z 0 


, д 
ОФА Lk L+ o,f е, SSES kah 


BR 若 N=0, 则 (4.13-1) 式 是 Лурье 间接 控制 系统 , 若 N 
=b=£=0,A 稳定 , 则 (4.13-1) 式 是 Луре 直接 控制 系统 。 
从 o=clx — r€ — Nf(o) 
得 到 
£ = у(х — o - Nf(o)) (4.13-2) 
显然 能 化 (4.13-1) 式 为 
dx = Ax + bo + df( o) 
(4.13-3) 
Wo) S2 = ¿Tx — jo Кубо) 

这 里 A=At or eT b= - гЬ cT=r-1leTA 
d=d- ғ 1bN Р = г! № - 71000 + > 
#'(о)=1+ 9м 

定理 4.13.1 (4.13-1) 式 的 零 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 是 


是 稳定 的 。 


1+N -IN 
2)(4.13-2) 式 的 零 解 关于 о 绝对 稳定 。 
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证 ;必要 性 , 令 fla) =o, W(4.13- DARA 


d 
ANN ar 
de _ (4.13-4) 
СЕУ 1 
故 B 应 是 稳定 的 。 


(4.13-1) 式 与 (4.13-2) 式 的 零 解 绝对 稳定 性 等 价 ,由 (4.13- 
2) 式 的 零 解 绝对 稳定 ,特别 地 应 关于 с 绝对 稳定 。 
充分 性 ,改写 (4.13-1) 为 


ae fae - do + df(c) 


de (4.13-5) 
c r 
di те тё tafo) 
A 
x _[-do, df(o) 
у= [| oo) = | Mo] 
则 (4.13-5) 式 变 为 
d = By + op(o) (4.13-6) 


将 (4.13-6) 式 的 通 解 表 为 
y(t) = е6 ©» + |. е З-б @(g(t))de (4.13-7) 


余下 证 明 可 仿照 本 章 $9 定 理 491 的 充分 性 证 明 完 成 , 略 。 
可 以 仿照 本 章 §9 定理 4.9.2 证明。 
定理 4.13.2 (4.13-2) 式 的 零 解 绝对 稳定 当 且 仅 当 ; 
1) 定 理 4.13.1 的 条 件 1) 成 立 ; 
2) 存 在 函数 V(z)ECILR?+L,RI] ,满足 
V(0)=0 Viz) 2 ф(1 01) p E KR 


АРЕ <- Wal) wok 


ww i 


с 
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ЖЕ 4.13.3 假设 

1) W(o) >0, B |” Wo)do= + co; 

2) A 是 稳定 的 ; 

3) 存 在 常数 r;220,7=1,2,°,57r941>0, 使 得 

TrA Suri ау trea 11 1,2, 
i=l 
Бе} 

R re PSD |b; lr ‚Н. п> 51441 
至 少 成 立 一 个 严格 的 不 等 式 。 
则 (4.13-2) 式 的 零 解 是 绝对 稳定 的 。 
证 :1) 构 造 Ляпунов ВА 


V(x,o) = Dr | z; |+ rast), (sane) W(a)do 
j=1 


(4.13-8) 
BR Vix,0) > rest), (sano) Wa)de “(| o |) Є KR 


Р" V(x,o) 10.13.2) < > Ira; + > ra; + rasa | a; tI (£) | 
j=t i=] 
i=; 


ара 3115 bri] bolt) | 
в [е А Aloe) | 
(а + Dla flolt)) 1 <0 50 


< 或 


[- renP + Ў) ТБ bridle) | <0 "ic > 0 
i=1 


故 (4.13-2) 式 的 零 解 关于 о 绝对 稳定 。 
2)(4.13-2) 式 的 解 能 表示 为 
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x(t) = At) ay + |р ела (о (е) + af(or)]dr 


仿照 定理 4.13.1, 可 证 : Ye >0， 3 6(e)>0, 使 得 
z(t) ll <e щ |z l| +1 a I< 8 
A V (20,00) ERA 
limz(t,t9, 20,00) = 0 
定理 4.13.3 证 毕 。 
定理 4.13.4 假设 


SSuuTSA"WSIƏó I I 9UVGVI | W(a)d = £0 


2) а;<0, P>0, Ñ>0, i=1,2,…,n 
3)。 


lay} арі 1а, 1 —1 by | 
-lanl laol  —laa, 1 16 1 
G Š : 
—-lalal 人 -| 6, | 
-lc -cl oo -P уар) 
是 一 个 M ЖЕ, 15,1214, Р<А, а 
3)ь 
|lanl -larzl Га, l 1411 
=] áy l Faeol 1а, 1 -ld 1 
G, = : : 
-ja і, | -| dp! 
-ic l;i e lzel = А Духан 
是 一 个 M 矩阵 , 且 fd, 12215,1, <Р, (4.13-2) RSE 
对 稳定 的 。 


证 : 若 条 件 1),2),3)a 成 立 , 因 为 a <0,i=1,2,: n, P > 
0,N>0,H G, 是 一 个 M 矩阵 ,于 是 存在 常数 9; >0,7=1,2,°°, 
n + 1 ,使 得 
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тау + 2) lau | + Mal GIKO (4.13.9) 


iz; 


ты? + >) 16:17 < 0 (4.13-10) 
i=1 


ij 
构造 Ляпунов 函数 
V(x) = 29 | x; |+ hrif Wa)sgnodo Є KR (4.13-11) 
Н 10, 12214;1,2=1,2,--,п,Р<А H 
аР +>) 161% <0 
1= 1 
可 推出 
— p AÑ + >) I| 4 | ъ<0 
i=l 


因此 ,D+ у(х, о) I(4.13-2) < > (%а; + > la; | y+ 
j=l i=l 
©) 


Mile 1) l x; 1+ [аР A adie! 
i=1 


+= geal + 1a nl flo) | 
i=1 
<0 当 |xl+lo |> 0 (4.13-12) 
因此 (4.13-2) 式 的 零 解 是 绝对 稳定 的 ,类 似 地 ,能 证 明 1), 
2),3)b 蕴涵 着 (4.13-2) 式 的 零 解 绝对 稳定 ,定理 4.13.4 证 毕 。 
定理 4.13.5 设 
е; = G + a t), i = 1,2,.…,n 
= (- P - NED) 
б 


Cntl 


且 下 列 条 件 满足 : 
D wl) >0,| (а)ба =+ 0, 


+ 
0 
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2 存在 常数 p, >0,i =1,2,…,n + 1, ËB ВЕ w 
(wi na 1)x ERER, ç H 


разу + ран MM 1< 1,3 < л 
W; = W; = Ре: + D,.+16; 1< іп, = n +1 
2pr+ientl j=j=n+1 
则 (4.13-2) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 
证 :构造 无 穷 大 正定 函数 
V(x,o) = px? + 2р, w(a)ede 
i=] 
xy Т £i 
Wi Wi: Wintt 
X2 £2 
dV _ Wa W> ` W;,+1 
dz 108132) = . Í <0 
х, | А ` Ln 
Wasi : Wati,n+l 
G G 
jol + [х 1520 


因此 (4.13-2) 式 的 零 解 是 绝对 稳定 的 。 
定理 4.13.6 假设 下 列 条 件 满足 
D f€ Fhe) ki>0 | W(e) (а) =+, 


2) В 是 稳定 的 (B 在 定理 4.13.1 中 定义 )。 
3) 存在 对 称 半 正定 矩阵 P= (Py) ax 和 和 常数 a>0,e >0, 使 


得 | 
x T G РЬ 2с + Pa x 
с é'P 2aPk, 2P G 之 ЕЈ 
f(o)} (227 + Аїр 2P aN f(a) 


这 里 G= – (АТР+РА) JEI oflo) flo) 
则 (4.13-2) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 
证 :构造 下 列 Ляпунов 函数 
V(x,o) = x!Px + а) (о) Fla)de (4.13-13) 
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很 清楚 V(x,a) Sal Wla)fle)de Hlaj>+ е 
H V(x,o)>0, 当 |x|+ 1c| 关 0, 进 而 有 
_ ду | (4.13.2) = x'Gx - 2x"Pho — 2x™Pdf(o) ~ 2ac*xf(o) 
+ 2aPsf(a) — 2aÑf2( o ) 
> х1бх — 2xTPba — 2x™PAf(o) – 2ax™xf(c) 
+ 2aPk 0? + 2aNif2(o) 


x T G PTP 2c? + Ра | (x 
= | bP 2aPk, 2P с > <J 
f(o)) (27 + IP 2P 2aN (бо) 
(4.13-14) 


即 ЗУ маз.) 6 2-09) YEK 因此 (4.13- 


2) 式 的 零 解 是 绝对 稳定 的 。 
例 1 考虑 形 如 (4.13-2) 式 的 三 阶 控制 系统 


ахуа ân ар by д, Ti 
dzx2/dt = an an b; d; 72 
W(o)de/dt à ĉ& -Ê -N (a) 
1 
一 2 1 > 2 х1 
= 1 -2 - 3 |||? (4.13-15) 
G 
1 toy _ 
7 -5 1 -2| (о) 
这 里 k, =0,k,=2 定理 4.13.3 的 条 件 1) 显 然 满足 。 
a 一 2 1 ИЗИ 
А=[ ,| 是 稳定 的 ,定理 4.13.3 的 条 件 DRE. 


取 ri=r2=1，  rs=2,MI 


— тар = 2 = ro | ao, | 十 raci 
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-= мар = 2 = r; | ар |+ зс» 
rP =2= r | by 1+ rol bl 
raN = 4>3r, 1d, 14+ ro | d; 1 
定理 4.13.3 的 条 件 3) 成 立 , 故 (4.13-15) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 
例 2 考虑 一 个 由 (4.13-1) 式 型 的 系统 变换 而 来 的 系统 


ах /dt an ар аз ё di = 
dx2/dt an an аз b, d 72 
dx3/dt ~ аз аз аз b3 d3 73 
: с 
(2) сл cl су) су — p - М flo) 
21 
-4 1 1 2 -È W" 
= |-1 -4 11-111 (4.13-16) 
1 2 -3 -i 1 G 
1 2 1 -4 -4 flo) 
ki = 0 显然 定理 4.13.6 的 条 件 2) WE, H 
lb; 1214; | i = 1,2,3 Р=4= М 
A, =!aynl=4>0 
Ay = laul іар | -| |150 
一 | az | | az | -1.4 
laul -lapl -l!ag | 4 -1 -1 
A,=|-lay! lanl азі = 1-1 4 -1 
—lax | ~i az | | agg | -1 -2 3 
=29>0 
layl -lapl -lagli ldi! 
-| ap l| layl —laəsl 1621 
Ay = 
-| az | -| az і | азз і 163! 


一 | c] 一 | co | 一 | c3 і P 
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4 -2 -1 -2 
-1 4 -1 -1 


= =6>0 
-1 -2 3 -1 
-1 -2 -1 4 
故 
lay | -| ay | 一 | аз | | by | 
一 | ад | | ay | -l| ад | | фо | . 
G = 是 一 个 М ЖЕЕ, 
一 | азу! -| ay | | азз | | b3 | | 
-ial -lel -ical qali 


根据 定理 4.13.6 知 (4.13-16) 式 的 零 解 绝对 稳定 。 


FS ”两 类 连续 神经 网 络 


人 工 神经 网 络 模型 很 多 ,本 章 仅 就 其 中 最 典型 最 富有 代表 性 

的 Hopfield 连续 神经 网 络 及 细胞 神经 网 络 的 稳定 性 进行 分 析 , E 

点 是 讨论 前 者 。 $1 推广 ,改进 和 发 展 Hopfield 的 稳定 性 判 据 ; 

§ 2 在 允许 激活 函数 的 增益 无 界 的 情况 下 讨论 Hopfield 神经 网 络 

的 全 局 稳定 性 ; $ 3 用 一 次 近似 方法 讨论 Hopfield 网 络 的 局 部 稳 

定 与 不 稳定 性 ; $ 4 研究 Hopfield 网 络 的 全 局 指数 稳定 性 ; S 5 给 
-出 了 吸收 区 域 的 估计 ; $ 6 对 细胞 神经 网 络 进行 了 定性 分 析 。 


$1 Hopfield 模型 及 稳定 性 判 据 [ 型 -91 


80 年 代 , 美 国 加 州 理工 大 学 生物 物理 学 家 Hopfield 提出 了 一 
种 新 型 的 连续 神经 网 络 模 型 (8s 一 一 Hopfield 模型 ,用 常 微分 方 
程 组 描述 如 下 ~ 


du; u; q ; 
fe =- R t ЭТУУ; +1, i = 1,2,+е,п 


dz 
Vi = gi(u;) 
T;= Tali j=l, n), 其 中 电阻 R; 和 电容 C, 的 并 联 , 模 
拟 了 生物 神经 之 输出 的 时 间 常 数 ,而 跨 导 T; 则 模拟 神经 元 之 间 互 
连 的 突 触 特征 ,运算 放大 器 则 模拟 神经 元 的 非 线 性 特征 , 电压 u, 
为 第 i 个 神经 元 的 输入 ，V; 为 其 输出 。V; = g wi) 为 神经 元 非 线 
性 连续 可 微 严格 单调 递增 函数 。 电 路 图 及 工作 原理 如 文献 [88 一 
91] Ú С:(У;) = g (У) = u, 1,2,5, п 
在 T; = Tyla ,了 一， n ) 的 假定 下 , Hopfield 构造 了 如 下 的 计算 
能 量 函 数 


(5.1-1) 
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Е =- 15 > T,V,V; — > Vili + > [сеа 
i=1 j=l i=l i=1 “е0 
沿 (5.1-1) 式 的 解 对 下 求 导数 


dE] _ sh 2E dV; 
dż (GD 19Ү; а 


=~ ссу) <o 
i=1 


dE 


i d: (5.1-1) 
Rt STV +; = 0 і = 1,2,++,n (5.1-2) 
人 们 由 (5.1-2) 式 而 得 到 结论 :1)(5.1-1) 式 是 稳定 的 , 解 演化 到 系 
统 的 平衡 位 置 и = и“, 这 平衡 位 置 и = wu* 渐 近 稳定 。2)w(z ,zo， 
ио) АЭ Ки" ,wu * 为 E(V) 的 极 小 值 点 。 

人 们 只 要 仔细 地 分 析 一 下 ,就 不 难 发 现 ,用 这 种 方法 ,只 能 得 
到 解 &(z,to,zo) 趋 于 (5.1-1) 式 的 某 一 个 平衡 位 置 & (uy), M 
и (ио) К РУМА wo ,不 能 断定 и" 是 Ляпунов 意义 下 稳定 的 ， 
更 不 能 断言 & * 一 定 是 吸引 的 ;只 能 得 到 и* ECV) SER GE 
留 点 ) ,不 能 断定 它 必 然 是 E(V) 的 极 小 值 点 ,具体 给 定 一 个 平衡 
WE и* , 问 是 否 稳定 ,用 这 种 方法 也 不 能 判定 ,因此 ,神经 网 络 中 
所 讨论 的 稳定 性 ,是 一 种 不 同 于 Ляпунов 意义 下 的 稳定 性 ,由 于 
它 广泛 地 应 用 到 多 方面 (例如 联想 记忆 ,优化 计算 ) ,很 受 人 关注 ， 
因此 完善 \ 改进、 发 展 这 种 稳定 性 理论 和 方法 是 很 有 意义 的 。 

本 节 ,试图 从 两 个 方面 来 讨论 这 个 问题 。 

1) 首 先 给 Hopfield 意义 下 的 稳定 性 一 个 严格 的 数学 定义 ,把 
它 和 某 集合 吸引 的 概念 建立 联系 ,然后 推广 Hopfield 型 计算 能 量 
函数 法 ,使 它 能 判定 一 类 权 和 矩阵 为 非 对 称 的 神经 网 络 系统 的 Hop- 
field 稳定 性 。 

2) 将 原来 的 Hopfield 型 计算 能 量 函 数 略 加 改进 ,使 之 能 判定 
通过 解 的 演化 找到 的 平衡 位 置 是 否 渐 近 稳定 ,并 能 估计 吸引 区 域 。 


=0 Р о 
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现在 先 讨论 第 一 个 问题 [121 ， 
设 (5.1-1) 式 平衡 点 的 全 体 所 构成 的 集合 为 
E=:lu [5 = Утум + i= l, n 
© иЄ р" 为 任意 一 点 。 
plu, E) ш 1а х |} 
表示 点 и BIE 的 距离 。 

ЖМ 5.1.1 称 (5.1-1) 式 的 平衡 点 集 E 是 吸引 的 。 如 果 
Vk>0, ушу SpE fu, | и | <k ITI u = uo 的 (5.1-1) 式 
的 解 u(t, to, по) ДЕ 

plult, to, uo), E)>0, 当 to | 

从 Hopfield 所 构造 的 计算 能 量 函 数 所 得 到 的 结论 来 看 ,他 所 
言 的 稳定 性 实质 上 就 是 (5.1-1) 式 的 平衡 点 集 E 的 吸引 性。 

不 妨 把 E 的 吸引 性 称 为 Hopfield 意义 下 的 稳定 性 ,简称 为 H 

这 种 平衡 点 集 的 吸引 性 有 很 好 的 实用 价值 。 现 在 对 Hopfield 
型 计算 能 量 函 数 予 以 推广 ,或 代 之 用 其 它 方法 来 研究 E 的 吸引 
性 ,将 会 扩大 应 用 范围 。 | 

下 面 , 利 用 LaSalle 不 变 原理 来 严格 证 明 在 一 定 条 件 下 ( 比 
Hopfield 的 条 件 更 广泛 ) ,平衡 点 集 五 的 吸引 性 。 先 建立 以 下 引 
JE: | 

9128 5.1.1 Belg (u)|<k; (i 二 1,…,n) E, 为 某 些 正 
常数 。 令 | 

dž lu: 1 > A и; E | Ts | ERi +I i | R)I 


n 
j=1 


< У) 2150) IT; kR; +I I; | К]? 


i=1 


则 (5.1-1) 式 的 从 初始 值 wo € 9 出 发 的 解 , 恒 停留 在 2 内 。 
证 : 令 Ии) = 15и? (5.11) Я WW(u) 求 导数 
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(EA 
n n 2 
aw < DIOL | Tyu 1-Б t| а) 
(5.1-1) i=l j= i 


«о = DT AR |u Il 1 | R L 0) 


= SA (IT BR + G 1R) 0 


-4È IT;IbR +H GIRP . 


2150) | Ty ТАВ +15 | RFI 


i 


= Sede и, 1-20) IT; (BR +15 | R;)F1 


+ ELO ITIR +G ROP 
{е1 i j=1 
于 是 , 当 u € R" 72, В 
> кї! ш ERTO | T; | ERi +| Gi R)I? 


i=l 


>> 1150) | T; | ER, +l GI RP 
i=1 tMi j=l 


dW 
= <0 故 
dt (др) 


从 中 出 发 的 解 ,不 会 越 出 9, 恒 停留 在 多 中 。 

ЖЕ 5.1.1 车 存在 常数 B(i ==1,2,…,n) 使 得 (BTs)nx 
为 一 对 称 和 矩阵 , 则 (5.1-1) 式 的 平衡 点 集 Е 是 吸引 的 , 亦 即 (5.1- 
DAE H BEN. 

证 :构造 广义 Hopfield Wit ES AA 


(и) = 15) MATS) VV, 一 > AV, 


+ YB gE), G (oa (5.1-3) 
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4 (5.1-1) RARE XT W (u RB 


dW (и) _ Nv дЕ AV; 
а; (5.1-1) =l IV; dt 


n 1 n 1 п 
= 210-5 220813) V; = 2 BTV, 
u 1 dV: 
+ BR ~ Б] di 


= > 3 (BT 5) — BTV; 


一 LIET, + BR - BG an 
du; ау; _ du; |) 
- >) 2 CP; aod - ca (и; IS Р) 
<0 
故 айса) <9 等 价 于 =o (i 二 1,2,… ,7 ) 等 价 于 
Rit VW +h = 0 i = 1,2,…,n 


因为 (и (с) РЕВО, П Wua) Е ОНАН 
的 ， 故 limW(w(z))= Wo 存在 。 

V иЄ 9,0 О (ио) AMF u(t, to, uo) HW OR, Е W(S.1-1) 
式 的 平衡 点 集 , M 为 (5.1-1) 式 的 在 3 内 的 最 大 不 变 集 ,由 
LaSalle 不 变 原 理 , 有 

u(t,touo) = М (34 z:—+ оо) 

但 是 2( uy) ЕСМ 
因此 ,E 是 吸引 的 , 即 平衡 点 集 是 Hopfield 意义 下 稳定 的 。 

推论 5.1.1 若 T;=T;, 即 工 为 对 称 和 矩阵 , 则 (5.1-1) 式 是 
Hopfield 意义 下 稳定 的 。 这 是 定理 5.1.1 中 f=1( i=1,2,…， 
2 ) 的 情况 , 正 是 Hofield 的 结论 。 

例 1 考虑 一 个 3 维权 矩阵 不 对 称 的 Hopfield HAMA 
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u) Í u 111 Г, 
и +|-0|+|2 2 4 У |+ |Р, (5.1-4) 
w) Ua) UAL 1 I; 
今 取 Bi =2, 8,=1, 83 =4, MW BT;)3x3 
22 2 
(87) = |2 2 4 是 对 称 的 。 
2 4 4 


从 而 (5.1-4) 式 是 Hopfield 意义 下 稳定 的 。 
现在 ,借助 于 区 间 和 矩阵 稳定 性 的 方法 和 结果 ,来 研究 (5.1-1) 
式 的 平衡 点 集 E 的 吸引 性 , 拓 广 Hopfield 意义 下 稳定 性 的 研究 。 
对 (5.1-1) 式 的 两 边 求 导数 , 且 令 


у = 14 i=1,2,=,n 
则 (5.1-1) 式 化 为 
qx = CR; * R. t 2 cig (uy (5.1-5) 
仅 在 9 和 5.1.1 所 定义 。 
& т;= КРЛ, Т; š sup Tigu) 
则 (5 .1-5) 式 便 化 为 了 一 个 区 间 动 力 系 统 
d 
Fr: =- g + Уа (5.1-6) 


FOP аЄ11у, Т], 

Vay ELT Ty], (5. 1-6) AOE A AIEEE, WR ЖЛ 
系统 (5.1-6) 式 是 渐 近 稳定 的 。 显 然 ,区 间 动力 系统 (5.1-6) 式 的 
渐 近 稳定 性 的 充分 条 件 往往 是 (5.1-5) 式 的 零 解 渐 近 稳 定 的 充分 
条 件 。 | 

因此 ,下 面 给 出 区 间 动 力 系统 (5.1-6) 的 零 解 渐 近 稳定 的 充分 
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条 件 。 
E 5.1.21 设 - i <e i = 1,2,.…,n 
= (Gig To 1— dj )max {1 T; | БУ 
nx 
БОЛУР 


为 一 个 M 和 矩阵， 则 区 间 动 力 系统 (5， 1-6) 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 
的 ,从 而 (5.1-6) 式 的 零 解 浙 近 稳定 , 即 (5.,1-1) 是 Hopfield 意义 下 
稳定 的 。 

证 :因为 8 为 一 个 M ERE, iBT) 120 

V ë=col(&,-- 6.) >0, 7 = (BT) 1e>0 

(BI €;>0, 9; >0,i=1,--,7) 

MF Уо; Є (Ty ,Ty), 对 (5.1-6) 式 作 正 定 的 Ляпунов В 


W(y) = Sa | y! 
沿 (5.1-6) 式 的 解 对 W(y) 求 Dini 导数 
D* W(y)= зву) ср + 23а) | 
<-уВПур= -Dé |y: <0 当 y0 (5.1-7) 


故 结论 成 立 。 

ТЕЙ 5.1.31 ЖӨБ В" = (БХ), xu 是 负 定 的 , 则 (5.1- 
6) 式 的 零 解 渐 近 稳定 从 而 ($.1-5) 式 的 零 解 渐 近 稳定 , 即 (5.1-1) 
是 Hopfield жу каен o 


这 里 bis 去 + Ts i=1,2,-+,n 
+ T. + T. 
bj = тах Ta Н 15 Tal Tat ald i,jJ=1,2, п 
іе} 
iFj 


证 :对 (5.1-6) 式 作 Ляпунов 函数 
W(y) = > 15 
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dW(y) т. dy; 
di | 65.1.6) Бє dt 
= -Xg t > 2 адуу 
CR j 
<- SGE = Ta) y? + у (ea а %)yə; 
i=l i,j=1 
ij 


一 ers 一 T; )y; + diss ly; Li x; | 
ifj 
< (111-1 ya 1) (В * ool yi 1, | y 1) 
<0 34y#0 (5.1-8) 
从 而 定理 5.1.3 的 结论 成 立 。 
例 2 考虑 一 个 二 维 Hopfield 神经 网 络 


du 1 
С, Fr: = в + Tugi(ui) + Tiog2(u1) + 1, 


1 
Cy “ R + Tye (ur) + Trg2(u2) + 1, 


设 G=4, R= i=1.2, T,=2,T,=-2,i=1.2, 


Тр= -3.5, То=3, Tu= -3,T21=4 
- T, 
» T= sup T 
于 是 h+ Ti=-6+2=-4<0 i=1,2 


Т». 
R С,® ш) 


ы Gk + Ty ~max(| Тр |, | Т!) 


= 1 
~max(! Ta |, | Ta l), GR, T2 


-|2, 739] умаи, 


故 例 2 是 Hopfield 意义 下 稳定 的 。 
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下 面 , 用 Красовский 定理 !4 来 研究 (5.1-1) 式 的 Hopfield ё 
义 下 的 稳定 性 ,改写 (5.1-1) 式 为 


= CK + > avs + ë = (u) i=l,=,m (5.1-9) 
ЖЕШ 5.1.4 s (р) nxn AEE 
Q “(PJ + ЛР) 


是 负 定 的 , 则 (5.1-9) 式 是 Hopfield 意义 下 稳定 的 , 即 (5.,1-9) 式 的 
平衡 点 集 是 吸引 的 。 
证 : 作 Ляпунов 函数 
W(u) = f (u)Pf(u) 
其 中 f=col( fi(u), folu) sf, (и) 
BR Wud , Wlu)=0,4AM4 u 为 (5.1-9) 式 
的 平衡 点 , 沿 着 (5.1-9) 式 的 解 对 W(w) 求 导数 , 便 有 


dw = frPF + FPf = РЈУ + IF) TPF 


dt | (5.1.9) 
= }Т(Р] + J™P)f = flQF <0 

等 号 成 立 , 当 目 仅 当 (5.1-9) 的 平衡 位 置 。 

故 知 平衡 集 是 吸引 的 , 亦 即 (5.1-9) 式 是 Hopfield 意义 下 稳定 
的 。 ` 

推论 5.1.2 ”车 矩阵 Q, Š (J +J7) 是 负 定 的 , 则 (5.1-9) 式 是 
Hopfield 意义 下 稳定 的 。 

这 里 是 定理 5.1.4 rh P = Е 的 特殊 情况 。 

例如 下 列 条 件 是 Q, 负 定 的 充分 条 件 


1 Ta 9 Vi 
- ск, t С, du, < 0 

1 Т» 9V, у AV; ау; 
LER G a с Ju; ЕРИДА 


(5.1-10) 
这 个 定理 断定 了 (5.1-10) 式 的 所 有 平衡 位 置 都 是 吸引 的 ,但 
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ER Q MQ, 处 处 负 定 ,此 条 件 似乎 过 于 苛刻 。 如 果 已 知 (5.1- 
10) 式 的 一 个 孤立 平衡 位 置 u = и* ,要 判定 u= и* 是否 渐 近 稳 
定 , 只 和 需 判 定 Q RQ, # u= и* 的 某 邻 域内 负 定 ,而 且 这 个 邻 域 
就 是 u= и" 的 吸收 区 域 。 

上 面 给 出 了 Hopfield 意义 下 的 稳定 性 严格 的 明确 的 数学 定 
义 , 以 示 与 Ляпунов 意义 下 的 稳定 性 和 渐 近 稳定 的 区 别 。 并 且 给 
出 了 其 明确 的 判 据 , 下 面 将 Hopfield 能 量 函 数 法 加 以 改进 ,使 之 也 
能 用 来 判定 Ляпунов 意义 下 的 稳定 性 。 

仍 考虑 (5.1-1) 式 , 设 T; = Ту i,7=1,2,.",n 

gi(0)=0 gi(ui)u>0 4 “0 i=1,2,.…,n 

gilu) Ж G( Vi) 都 是 连续 可 微 单调 上 升 函数 。 因 此 (5.1-1) 
iid 

G;(V;) 


= Ж ТУУ) - R + Г, 1=1,2,- n 


i ra 
(5.1-11) 

UEFA Hopfield 的 演化 方法 找到 了 (5.1-1) 式 的 一 个 孤立 的 平衡 位 
置 w=wu” , 亦 即 (5.1-11) 的 一 个 孤立 的 平衡 位 置 V= V* WR 
用 Hopfield 原来 的 方法 尚 不 知道 n= u * (V = V* ) 是 否 渐 近 稳 
定 ,是 否 稳定 。 

故 需 要 进一步 研究 。 下 面 采用 与 Hopfield 52897868 04 
数 略为 不 同 的 Ляпунов RRE, 

АЕ (у) - FES туу + WS Yay, 


=1 j=1 


- DV- v? ASS ave 


i=l j=1 
(5.1-12) 
定理 5.1.5[9] i u= u &(5.1-1)ҖҤИ ИРЕ ЙҮ 
即 V*=glu*)=olļlgi(uč), g (нз) (5.1- 1AM 
立 的 平衡 位 置 , 如 果 和 矩阵 
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(БЕ: Е | 8a2E * 
av? V=V" Е уду, ) v= у" 


是 正定 的 , 则 (5.1-1) 式 的 平衡 位 置 & = и" 是 渐 近 稳定 的 , 亦 即 
(5.1-11) 式 的 平衡 位 置 = У" 是 渐 近 稳定 的 。 
证 :显然 E*(V*)=0 


dE" (V) туун ley _ f 
dV; у-у" – > T;V; + RGM ) 一 I = 0 i= 1,47 
PE” (V) 一 一 1 -1ү; * . _ 
av? yey" ш Ти + R. 8 ) (V; ) ¿= 1, n 
FE*(V) _ ФЕ" _ _ Б 
дуду, |yy ӘМ, |y-y =- T=-T і), = 1, 
у [ŻE E | 
и (56) 正定 ,由 多 元 函数 在 V = Y* 达到 极 小 值 的 判 
V=V 


别 定理 可 知 ,既然 E*(V ) 在 V = V” 的 充分 小 的 邻 域内 是 正定 
的 ,因此 E* (VE V = V" 的 邻 域内 是 一 个 合适 的 Ляпунов 函 
数 。 

今 沿 (5.1-11) 式 对 EE*(V) 求 导数 ,由 于 C; >0,(27')(V;) 
>0, 有 


dE” Y n n 
к? = XI- UT: 
611D i=l jal 
ИРУ dv...{<0 (у 530°) 
СС, V; п 
Е Мае 0 (у= 05) 


(5.1-13) 
故 (5.1-11) 在 V=V* 的 某 邻 域内 负 定 。 
由 Ляпунов 关于 渐 近 稳定 的 基本 定理 ， 可 知 平衡 位 置 & = 
u* (或 了 =VY”) 是 浙 近 稳定 的 。 
定理 5.1.4 中 的 条 件 还 依赖 于 具体 的 平衡 位 置 的 已 知 ,如 果 
平衡 位 置 不 知道 ,条 件 不 好 验证 ,下 面 的 推论 避免 了 具体 平衡 位 置 
的 信息 ,验证 是 方便 的 。 
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推论 5.1.3 如 果 (GiV ) 20, HB (Т), „ЧЕ, WJ ЖЖ 
(5.1-11) 的 任何 平衡 位 置 = и“ ( 亦 即 系统 (5.1-6) 的 平衡 位 置 
V = V*) 是 渐 近 稳定 的 。 


证 : 设 V=V" 是 (5.1.11) 式 的 平衡 位 置 ,因为 让 CG;( VE 
0, 故 六 Gi(V?)>0 
于 是 
diel O Vi т Gal V8) 
半 正定 ,从 而 二 次 型 


Vi- 
PE | v- Vz | 
ЖАЛ (вуз) у-ү") = 
( ) (дугу, valve" 
Va- V; 
табу) -Tp "° = Tin 
1 
x| Ta -Tot RW) _ 
LA pape 
T inl f -Tm + REV) 
Vi- VE 
x : 
Va V; 


=—-(V-V*I(T;), (У-У) 

(У) аав Gi VE Dorr agg GaC VE ICV V) 

SH-LV-V MT axn(V- V°) 

> Уу". | (5.1-14) 
ŻE” A 

故 定理 5.1.5 AME [улу | ， 正定 ,从 而 推论 5.1.3 


nx 


198 


结论 成 立 。 
推论 5.1.4 # giu) >O i=1,--,n), FEE Ty) nx „ ATER 
半 负 定 , 则 (5.1-11) 式 的 任何 平衡 位 置 V = У WEEN 
证 :由 (5.1-14) 式 ,有 
(У-У Ё VV) VV) TT Vv) 


+V- V“ Tdiagl BG), Rn (un) Y= V°) 


(у) аа СУГ) -RO VI У У?) 
>0 VAV" (5.1-15) 


故 定理 5.1.1 的 条 件 满足 ,结论 成 立 。 
定理 5.1.6199 设 & =u* 是 (5.1-1) 式 平衡 位 置 , V = v " E. 


2 
(5.1-10 式 的 平衡 位 置 ,如 果 和 邱 阵 (757 | „Жей, 


则 系统 (5.1-1) 的 平衡 位 置 x =wu*( 亦 即 (5.1-12) 式 的 平衡 位 置 
V=V" ) 是 完全 不 稳定 的 。 


ж ж 2 x * 
证 ;利用 定理 5.1.5 ОЕ СУ) SEV узи, 
22E* ) 


(зуу СЕН E" (У) V = Y* 处 达到 
1 1 niV=V 
局 部 极 大 , 故 E* (VE V = v" 的 一 个 充分 小 的 邻 域内 负 定 。 
dÉ жү = V* 的 邻 城内 负 定 ,由 Ляпунов 关于 不 稳定 性 的 定理 
TA V= у "是 完全 不 稳定 的 。 

定理 5.1.7 设 u=w’ 是 (5.1-1) 式 的 平衡 位 置 [V=V* 是 
(5.1-11) 式 的 平衡 位 置 ] ,如果 

(У – vor ES ) w: y*) 

是 一 个 变 号 函数 , 则 (5.1-1) 式 的 平衡 位 置 n=u*( 亦 即 (5.1-11) 
式 的 平衡 位 置 V = V ) 是 条 件 稳定 的 。 
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、 › x ,TOE*(V” * 
证 :因为 (一 VTS | (у-у) ES 


函数 , 故 在 V = V” 的 邻 域内 存在 分 别 使 得 
x y Ə22E* yv x 
(у-у EEO w- У?) 


负 定 和 正定 的 区 域 G, Gp ATH С, 内 的 初始 值 Vo 出 发 的 

($5.1-11) 式 的 解 V (2,20, Vo) 远离 У= У", № С, 内 的 初始 值 

Vo HANS. 1-11) RASH V(t, to, Vo RAF V=V* M V = V * 

是 鞍点 型 平衡 点 ,V= V* 是 E*(V" DER. ЕИ 5.1.7 ES 
H, 


§2 ， 全 局 渐 近 稳定 性 [5 


仍 考 虑 (5.1-1) 式 , 且 设 G; (ш) >0, 本 节 取 消 g; (u;) АЖ 
的 假设 !951 ,直到 目前 ,常见 的 文献 都 是 假设 Z (u, WAR MK 
献 [99] 及 所 引 的 参考 文献 都 是 假设 g;(w;) 有 界 , 故 不 能 与 文献 
[95] 人 允许 g“; (ui) 无 界 的 条 件 进行 强 弱 不 同 的 比较 ,特别 地 ,在 
g'(m:) 有 界 的 假设 下 ,文献 [95] 的 全 局 稳定 的 条 件 自然 满足 。 

现在 取消 Т, = Т, ABBE, BN SRE T (Ty) ax n EER. 
Bik и=и* Ж(5.1-1)Җ ЕЖЕ (УЖ ,Ж ТЕШЗ u =u’ 的 
稳定 性 的 一 般 方法 。 

定理 5.2.1 若 存在 正定 矩阵 已 = diag( ру, p.) 20,089 
ТЇР + PT 去 0( 即 半 负 定 ), 则 (5.1-1) 式 的 平衡 位 置 a =u" 是 全 
局 渐 近 稳定 的 。 

这 里 ТЖ Т 的 转 置 矩阵 。 

证 :改写 (5.1-1) 式 为 等 价 形式 


с, Sela Tyg (ude (ul DBR (8241) 
因为 存在 正定 矩阵 
P = diag( Ai," p.) > 0 


PT + ТЇР <0 
构造 Ляпунов 函数 


W(u) = сј" (g;(u;) 一 gilu Ddu; (5.2-2) 


显然 
W(u*) = 0 W(u) > 0 изи" 
it W(w) 是 一 个 正定 的 Ляпунов 函数 ,由 于 g;(u) 的 单调 性 , 显 
Jin WG) = = 
故 W(w) 是 径 向 无 界 的 。 
沿 (5.2-1) 式 的 解 计算 W(w) 的 导数 , 便 有 


dW(u) = (glu) — в(и"))ТОРТ + TfP)(g(u) — g(u*)) 


dt |52) 
Vag = 2 (а (и) — glut )) 


< > - ates - gut) (a; иг) 


<0 ижи? (5.2-3) 
故 (5. 2-1) 式 的 平衡 位 置 u = u “是 全 局 渐 近 稳定 的 。 
推论 5.2.1 如 果 下 列 条 件 之 一 满足 : 
1) T=T'<0; 
2) T+TT<0; 
3) 工 是 反对 称 的 。 
则 (5.2-1) 式 的 平衡 位 置 и = и* 是 全 局 浙 近 稳定 的 。 
证 :在 定理 5.2.1 WHER, iE PSE, E 为 n Xx 单位 矩阵 ， 
即 可 完成 证 明 。 略 。 
定理 5.2.2 Ф T,<0 (i=1,2,…,n) 且 
((—1)% | T; |) 是 一 个 Hurwitz 矩阵 , 则 (5.1-1) 式 的 平 
ЖЫ и = и “是 全 局 渐 近 稳定 的 。 
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这 里 85=| 7 
” 10 ¿j 
证 :因为 ((~ T DEA Hurwitz 矩阵 ,等 价 于 
-(( -1)511 1), xx 是 一 个 M IEE, HHE M 和 矩阵 性 质 ,存在 
常数 后 >0(i =1,2,…,n), 使 得 


вту DE тусо j= 1,2,,n 


1,3 = 1,5, п 


构造 径 向 无 界 的 正定 Ляпунов 函数 
Wlu) = TEC i u-u? | (5.2-4) 
沿 (5.2-1) 式 的 解 计算 W (u) Dini 右上 导数 ， 
D° (и) = Ў) ес, sena = u?) 


= + Эт ][g;(u;) — аби? )] 


ЕГИ I< 0 изи 


这 就 意味 着 (5.1-1) 式 的 u= и* E uW r ЕЛЕН) 
定理 5.2.3 若 下 列 条 件 之 一 满足 : 
1) 存在 常数 &>0(i=1,2,…,n), 使 得 


ETa + DE | Ty I<0 
i=] 
ifj 


2) Tat AITICH g= gj, tp a1, n 


则 (5.1- 1) 式 的 平衡 位 轩 и = и" 是 全 局 浙 近 稳定 的 。 
证 :如 果 条 件 1) 成 立 , 选 取 Ляпунов 函数 
W(u) = Dec | u; — u | 
BRER IF 2E СЯ, HG. 2-1) 式 的 解 求 Dini 导数 , 便 有 
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+ _ x du; * 
D* W(u)= Dd, EC, gy sgn( u; — u? ) 
i=1 
< DET; + >; | Ty!) bajaj) – gus) | 
j=l 51 
一 2 i | u; 一 и; | 
<x ly uf i<o 3 u Z u* 


ШЖ Ж ËF DRX, 则 可 以 构造 另 一 一 个 正定 的 径 向 无 界 的 
Ляпунов 函数 


WG) тасаг 1 max by al | 
则 成 立 
D* W(u) CIT + > | T; Ilgu) — аби )] 
бз) isk 

_1_ | Ы | 
CR, u; u; 
1 x * 

< lucu I< 0 uu 


故 定理 5.2.3 成 立 。 
$3 一 次 近似 方法 的 应 用 


如 果 已 知 一 个 平衡 位 置 u = u" ,研究 и = u" 的 局 部 渐 近 稳 
定 或 不 稳定 ,最 常用 的 方法 是 一 次 近似 理论 。 下 面 予以 介绍 。 
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则 (5.1-1) 式 的 一 次 近似 系统 为 

de = B(u-u") B= (By) (5.3-1) 
由 一 次 近似 理论 可 知 ,如 果 B 是 一 个 Hurwitz 矩阵 , 即 B 的 全 部 
特征 值 具有 仙人 实 部 , 则 (5.3-1) 式 的 平衡 位 置 ú = и* 是 渐 近 稳定 
的 ,(5.3-1) 式 的 平衡 位 置 也 是 渐 近 稳定 的 。 如 果 B 至 少 有 一 个 
特征 值 具有 正 实 部 , 则 (5.3-1) 式 的 平衡 位 置 & = u" 是 不 稳定 的 。 

当 n 之 1, 计 算 B 的 特征 值 是 困难 的 ,因此 , 给 出 一 些 验证 方 
便 的 充分 条 件 。 

E 5.3.199) EREC 1) by |), x 是 一 个 Hurwitz 4E 
阵 , 则 1) b; <0 (i=1,2,…,n), 蕴 涵 着 (5.3-1) 式 的 平衡 位 置 
uu” 渐 近 稳定 的 ;2) 至 少 有 一 个 b; ; > 0, 蕴涵 着 (5.3-1) 式 的 
平衡 位 置 и = u" 是 不 稳定 的 。 I 

证 :因为 (( — 1) 9s |b; 是 一 个 Hurwitz 矩阵 等 价 于 存在 常数 

&>0 (i=1,2,…,n) ”使 得 


Gb + DIG | by [< 0, ј = 1.2.50 
ist 


1} 
对 于 (5.,3-1) 式 构造 Ляпунов В 


Wu) = >) Glu- ur | (5.3-2) 
i=1 
q d 1 * 
D* W(u) =>; Зарп | шщ и; | 
(5.3-1) i=1 


< [tb + Ig 1 by I]t uj — u; 1<0 и-и 
= i= 


i 
故 (5.3-1) 式 的 平衡 位 置 и = u" 是 浙 近 稳定 的 ,从 而 (5.1-1) 式 的 
平衡 位 置 и = и" 是 渐 近 稳定 的 。 

车 (( 一 1)5 | by |)x; 是 一 个 Hurwitz 矩阵 , 且 至 少 有 一 个 
b; >0, 为 不 失 一 般 性 , 设 
b; < OG = 1,2,°°,m),6; >0G = mtt, pon), 1 m < n 
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因此 ,存在 常数 和 >0 ,使 得 


bby + IE bby <0 j= l,-,m 
і=1 А 


1%} 
- Gb; + DIG: | b; 1< 0 j= m+1,,n 
i=1 
52} 
构造 如 下 变 号 的 Ляпунов 函数 
W(u) = Dg | ui— u; 1— > Gil u- ui | 
i=l ` 


i=m+1 


WA 
D* W(u) 
(5 


.3-1) j=1 


=> [b + 216 | bs |] | u; — uj | 


ifj 
л п 
* 
= У (tb; - >) | 551116 - uj; | 
j=m+1 i=l 
еј 


< 0 当 w 
故 (5.3:1) 式 的 平衡 位 置 是 不 稳定 的 ,根据 一 次 近似 理论 可 知 ， 
(5.3-1) 式 的 平衡 位 置 u = wu ”也 是 不 稳定 的 。 
”着 取 SET10 =1,…,n), 读 者 易 得 出 有 用 的 推论 。 略 。 


84 ”全 局 指数 稳定 性 


目前 ,常见 到 的 文献 ,都 是 在 g (wi ) 的 增益 有 限 , 即 M = 
sup gilu) < + % 的 假设 下 研究 稳定 性 、 全 局 稳定 性 、 指 数 稳定 
性 。 这 是 一 种 本 质 上 受 线性 控制 的 弱 非 线性 ,因而 往往 局 部 渐 近 
稳定 蕴涵 全 局 渐 近 稳定 ,全 局 渐 近 稳定 蕴涵 全 局 指数 稳定 。 本 节 
先 取 消 g;(w; ) 的 增益 为 有 限 的 假设 ,给 出 (5.1-1) 式 平衡 位 置 u = 
и * 全 局 指数 稳定 性 的 两 个 定理 。 然 后 给 出 (5.1-1) 式 的 增益 为 有 
限时 的 两 个 全 局 指数 稳定 性 定理 。 

1 и = соі = (uj, н,), M u" = собир," и ) 为 (5.1-1) 
式 的 平衡 位 置 。 
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定理 5.4.1 者 存在 两 组 常数 0,20, р>0 (i=1,…n), 使 
З FOS A 负 定 , 则 有 结论 : 

1) (5.1-1) 式 的 平衡 位 置 u = и “全 局 指数 稳定 ; 

2) 〈5.1-1) 式 有 限 平衡 位 置 唯一 ; 


3) c= Fates Ляпунов 指数 。 
АА £ t 
其 中 a=] | А; =diag( — р, ,—°) 
АъАзә 2n х2п | К, 
=diag( =... 1 54 
Ар diag( 2R?’ , 2 dant ( 2 aXn 
nT; + Tit ВВ 
An = (2145 :) = p=| { 
пхп B12B22 1), x2n 


C Cn 
Ву = diag( ы. ө, >) 


Ba Bh teal 0 Ba Owe, 
-4 为 4 的 最 大 特征 值 ,x 为 B 的 最 大 特征 值 。 
ADH Aiz 的 转 置 , BLY B12 的 转 置 。 
证 :1) 令 x = ollz yy ata) É collu Uy Un T U, ) 
fiala) glat wy ) 一 gi(u? ) 则 可 以 改写 (5.1-1) 
式 为 
бш = та) н) (5.41) 
则 (5.1-1) 式 的 平衡 位 置 x =u" 与 (5.4-2) 式 的 解 x =0 的 全 局 稳 
定性 等 价 。 
对 (5.1- 1) 式 构造 径 向 无 界 的 正定 Ляпунов 函数 


W(x) = У) Оа + ас | Gade. (5.4-2) 
显然 000) =0, нао "í 1920, 
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沿 (5.1-1) 的 解 对 (5.4-2) 式 的 W(z) 求 导 , 便 有 
aw -- Ўв pat + > 293 Tfi(zi) fz) 
_ > R Gai) + > > nif (ai) fj (aj) 


Ар|ү x 
_ T 
=-—(x!,f К Al, ael ( 


令 WW* eW, e >0 是 充分 小 的 正 数 。 因 为 
Bu = diag( Et. : . Sal) 


(5.1-1) 


пхп 


тС 
Вр = Вр = dig Mt, 2 ) 


nxn 
By = Onxn 

则 

w (5.1-1) = eW + e РУ 5.40 


Au Ар х 
— gt T 
=e lew + f(x) AT, fala) 
[DS + r+ Dine с], йд) 
Ар (x 
T {т 
+ (х ‚/ Б: м РИ) 
<el Сш + У Саа) 
An Ар x 
T ұт 
+(x!,f ЕИ Ñ Feo) 
+T р Bye Ар alles ) 
= e“(x!,f' (x) Al, Bhe А» + Bue! М(х) 


(5.4-3) 
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A 
Ba Air (FE ETE HE Bb A, ЛК "O CP ngA 


A +B Apt 
а = 适当 小 时 ， | п+ Bye Ant Bye 


T T 
Aizt Bre Ag+ Bre 


|а мос, 


时 ， x 
“di вар 0 
对 (5.4-3) 式 从 0 到 任意 的 z 进行 积分 , 便 有 
еу (02) = W*(2(t)) S W“ (z(0)) Š W£ < oo 
从 而 У) Bat < Wale) Феи (5.4-4) 
进而 有 Е y: 
27% | сре" (е > 0) (5.4-5) 
wien 2 


(5.4-5) 式 说 明 (5.,1-1) 式 的 x=0 全 局 指数 稳定 ,从 而 (5.1-1) 式 
的 u= и" 全 局 指数 稳定 ,e 可 定义 为 Ляпунов 指数 。 

2) 现 设 и = и 也 为 (5.1-1) 的 平衡 位 置 ,用 上 面 类 似 的 方法 可 
证 „= и 也 为 全 局 指数 稳定 ,由 全 局 渐 近 稳定 的 平衡 位 置 的 唯一 
性 可 知 w=wu” , 故 (5.1-1) 式 的 有 限 平衡 位 置 唯一 。 附 带 说 明了 
(5 .1-1) 式 不 存在 周期 解 及 振荡 性 。 

З Али 分 别 为 A、B 的 最 大 特征 值 ,沿用 (5.4-3) 式 的 推 


导 , 便 有 
dw’ a т Au n Anl т | 
df [sr Š G FODA Az Leo) 


+ GROS cs + > gCxifi(x:)) 1 


< + Aa) + ef 


(ко), 


By By 


Sf (х) |, 
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< e[— À + OE + > R(x))<O 
故 (5.4-3) 式 成 立 ,从 而 € = 为 Ляпунов 指数 估计 。 定 理 5.4.1 
证 毕 。 


_ {AwAr 
令 A= Ë 


| Ж Au= diag Ro Re) 


At. An 
Ав= dass]... Z) 
(5) о в-а 
nxn Bi, Bx) „хәл 
其 中 Ba [2 F) 
В=ВЬ= | G, F) Bap = Onxn 


推论 5.4.1 ЖА 负 定 , 则 (5.1-1) 式 平衡 位 置 唯一 且 全 局 
指数 稳定 , 且 e = Аре Ляпунов HEL HOP -A pA AB 


的 最 大 特征 值 。 i 

证 :在 定理 5.4.1 中 取 各 ==1,(i=1,…,n) 便 可 得 到 推 
论 5.4.1 的 结论 。 

定理 5.4.2 车 存在 两 组 正 数 6;>0,%>0(i=1,2,…,n)， 
使 下 列 矩阵 G 负 定 , 则 定理 5.4.1 结论 成 立 。 且 (5.4-5) 式 估计 
式 成 立 ,其 中 e 满足 


t ет. 
Se IS nC; , и x 


— À * 3 G 的 最 大 特征 值 ,y= max 


1л 2 


Gn Gp ë, £, 
其 中 c=] | би= вав £t, °) 
Gb GrJanx2n Ry 
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Dy + $T; 
Ge= Gh (01-5) 105818) 
tTa + g; T; 
Gu- 2 ) x | 


证 ;由 G 的 负 定 性 可 推 知 T <0(i=1,2,.…, n), PWH 
Ляпунов 函数 (5.4-2) 式 ,类 似 于 ($.4-3) 式 的 推导 便 有 


Gu mal x | 
Gb Gy) \f(2) 


N Уат) - > Шаб) (5.4-6) 


令 W'=e“W,IRJH(5.4-3) НЕ, 
dW * 


Gn GI/ т " ЁС; 
ay _ е“ xT T + > 2 
w < eel (хТ,/Т( ie al a? cy 


+ >; Cenc; + Т, - уау) | 
i=i 1 


= (zT, (2) 


е АСУ) 22 + D(x)) + pe Dz} 
i=1 i=l i=l 


+ Dien + &Т„ - Py xfla)1<0 (5.4-7) 
i=l 1 


余下 可 仿 定理 5.4.1 完成 最 后 的 证 明 , 略 。 
注 当 Т» 三 0, 此 时 亦 可 视 为 gj (u;) = 0 ,定理 $.4.1[ 定 理 
5.4.2) 中 的 4(G) 负 定 便 自然 退化 为 AnG 负 定 , 结 论 仍 真 ， 


因此 ,此 时 (5.4-2) 式 为 W(z) = У) Feat, (5.4-4) REM = 
riAuz = zIGnz, 
仍 考虑 (5.4-1) 式 , 除 前 面 对 (5.4-1) 式 的 一 些 基本 假设 外 ,还 
设 增益 参数 有 限 , 即 М; = supg;(u)< + °° 
$y = diag — ТиМ > —ТыМ)„х„ (051 М), 
-1 
RM, 


M= die yg ECT axe 
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其 中 о„=1— 05,10 629 Kronecker F5. 

定理 5.4,3 # Q, N M BRE, 则 (5.4-1) 式 的 平衡 位 置 u= 
u “唯一 旦 全 局 指数 稳定 。 

证 :因为 O, 为 MEE, BOR EAR £ >0, 使 得 


CP + TM) + ет ITIM; <0 j=1,%,n (5.4-8) 

为 不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 

ET; + È ёо | T; 1X0 j=1,- n = 1Sn<n 
i=1 

ET + 21 69у i T; |> 0 j=not1,,n 

令 a= 1 [RG С,” Ge ТМ, - Хе | Ts | Mi) 6С] 
ny HIE FR 

. 作 径 向 无 界 的 正定 Ляпунов 函数 


W(x) =D C12, 
沿 (5.4-1) 式 之 解 对 W (x)3R Dini 右上 导数 便 有 


D* W(x) зла) = Dy tCitisgnzs 
i=l 
< Dalh | z; |+ Ty | filr) 1 
i=1 i 


+ Уа | T; ll БС) 1] 


п, 


< LEQ ts + Der, 
+ Ма IGIS) È GÉ) aj 


=1 


т 


+ „22067 „+ Šo; | Ty 1M; | z; | 
i=1 


ng £ 
сб ы» y! [二 
;=1 J j= notl J 
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+ (&T;M; + Xog 1 Ty | МӘ] z; | 
i=l 


<- АУ (=) (5.4-9) 
故 EWW, (2(0))e"* 
Mit |x; (IS „ш GW(a(0))e + (5.4-10) 
(5.4. а a 1) 式 的 平凡 解 是 全 局 指数 稳定 的 ,4 可 作 
为 Ляпунов 指数 。 


设 и = и 也 是 (5.1-1) 式 的 平衡 位 置 ,用 上 面 类 似 方 法 可 证 u 
=u 也 全 局 稳定 ,从 而 =w* ,定理 5.4.3 证 毕 。 

注 假设 R= M=1,(i=1,2,…,n), 文 献 [99] 所 列举 的 
(5.1-1) 式 的 平衡 位 置 a = u “为 全 局 渐 近 稳定 的 一 些 充分 条 件 分 
别 为 

| Tio = max У) | T; I<1 


<¿<x; А 


palT) max ( T; DIT, 1) <1 


ра a 


m(T) = max (Ty + 0) IT; 1) <1 
I T|, = 00019 <1 


пакт +5070 Т; |+1 T; 1)1<1 
j=l 


| T| = supll Tx 2/15 0) = ГА TTY ] <1 


由 M 矩阵 的 性 质 可 知 ,这 些 条 件 均 是 0, 为 M 矩阵 的 简单 
的 充分 条 件 , 从 而 这 些 结果 均 是 定理 5.4.1 的 特例 。 

TE 文献 [99] 的 定理 4、 定理 $ 均 是 这 里 定理 5.4.3 的 特例 。 

ЕЕ 5.4.4 FRA Q, 是 Ляпунов — Votterra 稳定 的 , 则 
(5.1-1) 式 的 平衡 位 置 = wu* 是 全 局 指数 稳定 的 。 
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证 :因为 Q, Ж Ляпунов - Votterra Е Н), AP TE IEE ВЕ 
Н = diag(h1, h.) ,使 得 
Q= 广 (HQs+ Q3H) йй. 
1. 
RG 是 使 矩阵 


令 aco, min 


Q+ ding GH, р) ТЕНИ, 


造 Ляпунов 函数 
W(x) = È Chif f(a de; (5.4-11) 
i=l 0 
显然 WW(x) 正 定 , 今 证 W(x ЕЯ, 
令 m; = min | fi(z)| , m; =mil AA), |fi(—1)1] 
V x€ R", 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 


5161 i = 1,2,…,i0 [х1>1 = +1, 
利用 f 的 单调 性 。 : 


TË WO) = YA“ Gaz, 


> Chant + > Cham; | x; I> © 
%4 | x |-> 
it W(x ) 是 径 向 无 界 的 。 
沿 (5.1-1) 的 解 计算 елуу 的 导数 , 旦 利用 f:(zx;) 的 单调 性 ,有 


dew w =A е“ Уус], f(x; )dx; + CA (x, ) dzi 


= е^“ [А > СД (Ох) 一 > КИДЕ, 
+ У Уа) T, (zi) 


= e*[— > (i ~ Cha)aif;(z;) 
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+ > aT efile) ,(z))] 
= e*[ DGH ся 


. + > > h;Tf;(z;) f;(z;) ] 


)fi(=;) 


= (f(a) f,(z,))[2 (Hü, + ATH) 


+ adiag SUE = SE) аа) fata) 


= СА Са) f,Gz.))[Q + Ading SUM, Gi) 


e (Falzi), fal) ) T} (5.4-12) 
对 ($.4-12) 两 边 从 0 到 : 进行 积分 , 便 有 : 


W(x(t)) <e*W(x(0)) Š eW. 
亦 即 Уус mx} + D) Свт, |z; I< We (5.4-13) 
从 (5.4-13) 式 有 Е 
z(t) I< CE Уе! 1<i<io 


lat) I< —— i+ 1 < ¿< 


Chin 
K= ie, |, = w cen, | 
«ія 


RA [т;()|<<Ё <max[ Woy Wole? i=1,2,--,n 
从 而 w= zx 全 局 指数 稳定 。 
Ж ЧЖК, = М,=1 (i=1,2,…,n ) 条 件 下 ,前 人 给 出 и = 
и “全 局 渐 近 稳定 的 条 件 为 
(Т) = à max[ (T + T7)⁄2] <1 
显然 是 定理 5.4.4 特例 。 
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文献 199] 定 理 6 也 是 定理 5.4.4 的 特例 。 


$5 吸收 区 域 的 估计 


最 理想 的 渐 近 稳定 性 是 全 局 指数 渐 近 稳定 性 ,这 时 ,其 稳定 的 
平衡 位 置 只 能 是 一 个 ,但 一 般 人 工 神经 网 络 有 多 个 平衡 位 置 ,稳定 
的 平衡 位 置 也 不 只 一 个 。 因 而 不 可 能 是 全 局 渐 近 稳定 的 ,因此 局 
部 渐 近 稳定 点 的 吸引 区 域 的 大 小 估计 在 联想 记忆 和 优化 计算 中 就 
显得 特别 重要 ,本 节 介 绍 Hopfield 神经 网 络 的 吸引 区 域 的 估计 。 

为 方便 读者 ,我们 将 (5.1-1) 式 分 别 重 写 在 下 面 , 且 重 新 编号 。 


V; = gi (ui) | | (5.5-1) ` 


令 G;( V;)= g; 1( V,) 


dV; а G;(V;) 
CVG Ge STV -E+ 


I, i=l, e,n 
(5.5-2) 

定义 5.5.1 #и=и* Ж(5.5-1) ОК АЕН у 
AE, HTE u= u hjB о (и и-и” <n © 
(V|| V-V% 站 <c)], 对 于 此 邻 域内 的 任意 始 值 wo€ 9[ VY v € 
0],(5.5-1) 式 [(5.5-2) 式 ] 的 解 u(r,to,uo)[V (z, to, Vo) WR 
Фи", КСР У" ], Elime (2, to, нь) = u" [limV (2, to, zo = 
V*)), Д OVW u=wu*[V=V*] 的 一 个 吸收 区 域 。 

如 何 寻找 这 个 吸收 区 域 ,并 且 使 之 尽 可 能 大 ,也 是 稳定 性 理论 
中 一 个 有 重要 应 用 价值 的 研究 课题 。 

定理 5.5.1 设 下 列 条 件 满足 : 

1) С.У) RRA IR: |(G'(V,)|<a; 
a; 为 非 负 常数 。 | 

2) А WEE НОР, ) nx ;的 最 小 特征 值 ,其 中 
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-Tat (ОМУРУ) а= j= en 
Ë; = К; 


一 Т, 15] isj = 1,'б,п 


› жб) = (sya) |, 正定。 其 中 
为 (5.5.2) 式 的 一 个 平衡 位 置 。 


n п л v. -1 | 
Е (у) - 27; Ў TyViV; + >| dV, 
i=l j=l j=1 V, 1 


_ > I(Vi— Vi) + ty) > TyVi Vi (5.5-3) 
则 (5.5-2) 式 的 平衡 位 置 V = V* 渐 近 稳 定 ,0 20,00, 为 
(5.5-2) 式 的 一 个 平衡 位 置 V* 的 吸收 区 域 ,其 中 Q, = | V max | 
ail Vi- V7 [<a Q {УУ-У | <), 式 中 是 (5.5-2) 
RS V* 最 邻近 的 平衡 点 V 与 V* RS V 是 唯一 的 平衡 
位 置 , 则 r=0,0,=R",Q=0). 
证 :因为 定理 5.1.5 的 条 件 满足 , 故 知 了 = Ү* 是 局 部 渐 近 移 
定 的 。 下 面 仅 证 Q 为 V= v* 的 一 个 吸引 区 域 。 
将 (5.1-12) 式 在 V=V* 处 进行 Toylor EF EE 
E*(V) = (V-V")TH(V - V*) + NEE, -Viy 
(5.5-4) 
其 中 & 为 介 于 V? Бу, 之 间 的 一 个 数 。 
进而 有 估计 式 


E*(W)Sad(Vi- Vi ¥ - Da | V, — Vi 
i=l i=l 


> [А — maxa; | V, — М IID | V; - V 1? 
1<i<n i=1 


> 0 4V AV" (5.5-5) 
É E* (V) 在 区 域 2 内 是 正定 的 。 又 由 定理 条 件 可 知 
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dE*(V) a dV;,f/<0 VV 
一 一 С; (У; 一 一 ч ~ ~ 
dt 105.52) > а 0 V=/V” 
ШЕ) 0 内 是 负 定 的 。 
(5.5-2) 


从 而 局 为 一 个 吸引 区 域 。 

推论 5.5.1 若 下 列 条 件 满足 ; 

1) 定理 $.5.1 条 件 1); 

2) EE 个 对称 半 负 定 ; 

3) G;(u;) >0 i=1,{,an 

V2 (i=1,…,n) 为 (5.5-2) 式 的 在 开 区 域 :0* Š o: n Q, 

内 的 唯一 平衡 位 置 。 则 0 V= У" 的 吸引 区 域 。 

证 : 由 于 T Ty) ax x М KR, 故 一 (Ti nxn 对称 正定 。 
(5.5-4) 式 可 以 推出 
E"(V) =(V- V*)'H(V - V)* 

+ Y) (G,(8))( V, ҮР) 
>®—-(У-У*)Т(Ту)»х»(У-У*")+(У-У*)Т 
1 


diag[ у Gi Vi) FGV (УЭ (У- V) 


– Уа 1 У; - VË 13 
i=1 


之 УСУ) — a | V, — V? У; = Vi 1? 
i=l t 


>0 MV = у“ (5.5-6) 
JER g IPE V. 与 V? 之 间 的 数 ,i=1,2,…,n, 故 E (WES 
分 别 在 ОЕ АЕ, ШОЕ V= И" 的 一 个 吸引 区 域 。 
推论 5.5.2 (Rik: 
1) 定理 5.5.1 条 件 1) 满 足 ; 
D (G, (V,))>0, T = (Т) КАЕ Ж ЕЕ, wp 为 
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— Т( T5) 的 最 小 特征 值 。 

3) Vi(i=1,2,…,n) 为 (5.5-2) 式 的 在 开 区 域 à = 03 П 
Q, 的 平衡 位 置 , 则 V = V" 渐 近 稳定 , 介 为 吸引 区 域 , О, = | v| 
У: max |h; |V,- Vi l<pt,Q. 如 定理 5.5.1 的 定义 。 

不 难 仿照 定 理 5.5.2 ЕЁ 5.5.2 的 证 明 完 不 推论 3.5.2 的 
证 明 , 故 略 。 

下 面 根据 一 次 近似 理论 来 研究 吸收 区 域 的 估计 问题 。 

设 w=w "为 (5.5-1) 式 的 平衡 位 置 ,改写 (5.5-1) 式 为 


d i * ч Т» И ж 
= буби — и; ) + > с, & (иу = uj } (5.5-7) 
i=1,2,°",n 
其 中 三 定义 如 下 
1 Т; деби) ._ +4. 
-ECT au; | nat i=j=1,…,n 
by = | (5.5-8) 
1 9g;(u;) А 
Cli Qu ifj, i, j=l, 


定理 5.5.2 BABI В(Ь,), EA Hurwitz SER, g; (a) 
的 二 阶 导 数 满足 

FACES? ki EARS i=1,2, n, D 为 Ляпунов 
ЖЕ 

DB + BD =- I, 
ОЕА Ж, И (5.5-1) C BJ F ИУ Жи = и“ 是 浙 近 稳定 的 。 
и = u * 的 吸收 区 域 有 估计 式 
D = {uly max | u -už I< 1Í 

其 中 为 W=(1DIC-!ITIK+KITTIC- 1|D |) 的 最 大 特征 
值 。 
101014,1), ITI= 751) аз 11 (х) 

Kdiag(kiy sks) C!sdiag(1/C1,…,1/C,) 
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iE: G'(€) = diag(gi (é), sg (én)) 

(un u* PŽ lu- uy), (и, и) 

由 一 次 近似 理论 可 知 u = ú" 是 渐 近 稳定 的 ,下 面 证 DWE 
收 区 域 。 


fE Ляпунов PARK 
W(u) = (u — u* )ID(u — u* ) 


Wa) u = и* 的 任何 邻 域内 是 正定 的 。 
沿 (5.5-1) 式 的 解 对 W (un) 求 导数 便 有 
аиа) |(5.5- 1) = = (ц 一 и*)Т(рВ + B!D)(u —и*) 
+ (и = и*)ТОС-1ТС (ё)(и- и*)? 
+ (u —u* YTG (g) TIC 1D(u — u* ) 
— (и-и*)Т(1„)(и-и*) 
tlu-u |(DICTITIK+KIFIC'IDI 


* * 
* max lu;-—u; llu-u | 
99 


<- (u; 一 и)? 


i=1 


п . 

*\2 

+ и max | z; — u; | X (ш; - už) 
1<і<я i=l 


= [н * max | а; = и? -1]21G - uf <0 
3 u Z ц" Ниєр 
W DA и=и" 的 吸收 区 域 。 
定理 5.5.3 .假设 6;<0 i=1,2,…,n 
—[(-1)% |b; Ae М 矩阵 ,gi(ui) 的 二 阶 导数 满足 : 
le” (С) 1<А;,2=1,2,-—,п,8,20,:=1,2,:-, п, КОЕН 
[C= 1) 12; 1178 = col(— 1, , — 1) 
的 正 数 解 ,(5.5-1) 式 的 平衡 位 置 u= wu* 渐 近 稳 定 。 
TAD aH < 1 为 吸引 区 域 


def 
D, = [ max | uj — uj 
1<j<n 


219 


证 :对 (5.5- DAM Ляпунов 函数 
W(u) = Ув lu; — u? | 
沿 (5.5-1) 式 的 解 求 W(u) 的 Dini 右上 导数 有 
Dt W(u) озо = DA лш = uf ) 
< вім! - u? „> | bg | Iw тиў | 
А 


a 1 Ti1 > , 
+> CG 1806) шти) 12] 


j=1 


= D llb; + Dub | bg 1] lu uj! 
j=l j=l 


iZ; 
ач | Ty | 
t ГА _ * 2 
+ В; С. | ЕС | u; и; | 
ј=11=1 J 
т п 
3 
< 2 | uj- uj I+ >) max | uj- u? |Ë 


= 1<j<n 


j=l 
+ 
зы = uj | 


Cau aguan. 1] 


lu u? I< 0 My = u" 
故 D: H u= u 的 吸引 区 域 。 
例 1 考虑 二 维系 统 


А 


а 
С, dr = R + Tugi(ui) + Togz(u2) + Ti 
c, #2 L 42, T+ gi(ui) + T> ga(ua) + 12 
d: R2 


# OC, =C,=1,R,=R2=1/25 ‚аби )= 方 ,| gi(€) | Sh=1 
Ta = Tp =2 ， Ty = T> = 1 
于 是 由 简单 的 计算 有 by =bn= 一 2， by = by, =1 
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real, 18) | i а=в=1 80 


例 1 平衡 位 置 и = u * 的 吸收 区 域 为 
D= lu | max | u; — uj |<1⁄4] 


86 细胞 神经 网 络 的 定性 分 析 [l08,109,111] 


1988 年 ,美国 电子 学 家 L..O . Chua 等 受 Hopfield 神经 网 络 的 
直接 影响 和 细胞 自动 机 的 启发 , 积 他 本 人 多 年 在 非 线性 运 放电 路 
中 的 研究 成 果 , 首 创 性 地 提出 了 如 下 细胞 神经 网 络 
C=) + вау i = 1,2;°0n 

| (5.6-1) 
其 中 f(z) = || +1150) 11| 1<j<n 
-C>O.R >0 分 别 表示 电容 、 电阻 ,x; 表示 电压 ,了 表 电 流 ,wu 表 输 
AAR, | u;|<1,2=1,2,°°, по 
L.O.Chua 等 采用 了 如 下 的 Ляпунов 函数 


E(t) =- 7, а) 0) + 2 к 


> (z) - ылд - У) (5.6-2) 


来 分 析 (5.6- 1) 式 的 动力 学 渐 近 行为 ， 文献 [111] 指 出 (5. 6-2) 用 来 
分 析 (5.6-1) 式 是 失效 的 ,因为 在 min izj | 之 1 (5.6-2) {ну 
常数 ,众所周知 ， 常数 的 导数 为 堆 ， 常数 不 能 作为 Ляпунов 函数 。 
因此 ,有 广泛 应 用 价值 ,易于 电子 电路 实现 的 细胞 神经 网 络 的 理 
论 , 必 须 重新 研究 。 文 献 [108,109] 在 允许 oj 天 ai 的 情况 下 详细 
地 研究 了 这 个 问题 ,这 里 仅 介绍 其 主要 结果 及 简略 证 明 , 欲 了 解 及 
细节 的 读者 可 参考 文献 [108 ,109]。 
“i = j На; <0 

$ á hF | ‚ы, 

1 Ñ 3; =; Ha, > 083 ij 
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定理 5.6.1 细胞 神经 网 络 (5.6-1) 式 是 一 个 耗 散 系统 ,从 任 
意 始 值 x;(0)(i=1…n) 出 发 的 解 , 最 终 要 进入 紧 集 
N sR" /Qi П R ZQ, 


' я п n 2 
其 中 a“ z |> 1-80) bay 16+ 71 4111) | 
п 2 
> >[2 (2 las 19+ Уу Булаг) 
def n п 
% =| eli a >M, = ЕО) la; l 6; + >) | by | 
j=1 j=l 
证 :1) 作 正定 径 向 无 界 的 Ляпунов 函数 
W(x) = ror 
ЖЖ! f(a) 161, 1182, 则 有 
dw n n 
wr 1(5.6-1) = MOR | z; 12 + 2, ayzifi (zi) 
+ pan + Izi) 
ј=1 
<Ñ -EN a 12- ROD) laj 1 05 1 =! 
i=l j=1 
+ У 165 a ltl Tita] 
j=l 
<> -ti xi 2 - ROD) | ag 105 
i=l . j=1 
+>) 1 65 1+1 I 1) 
j=1 


ñ У JRz(》， las! в + > |b; I+! I 1)° 
i=1 j=1 j= 


<0 HIEM 故 解 最 终 要 进入 R"/0,. 
2) тахтага a, 为 径 向 无 界 的 Ляпунов 函数 


Wa) Š сі | i=1,2,"n 


D* (9) 1660(- + | =, +2) la; | 0; рэ | bj I+ I| )<о 
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"4 z € 0, i= 1,2,--n 
故 解 最 终 要 进 和 人 R" /0,, 从 而 解 最 终 要 进入 Q = R/L N Е" 
(226 

从 而 (5.6-1) 式 是 一 个 耗 散 系 统 。 

易 证 明定 理 5.6.1 对 解 的 界 的 估计 比 文献 [105] 要 精细 。 

®|А|= (121), 

Ж ЕЁ 5.6.2 EBE R1A| 的 谱 半 径 p(RI1A|)<1, 则 (5.6- 
1) 式 的 平衡 位 置 唯一 ,是 全 局 稳定 。 

HE: (5.6-1) 的 平衡 位 置 存在 性 容易 证 明 , 故 略 , 这 里 仅 证 唯 
一 性 , 令 (5.6-1) 式 右 端 为 零 。 


x; = = калб) ERY bi +RI i= 1,2, 


设 20,224 = 1,25) SEB (5.6-1) RATHI 
置 。 故 有 


工人 — 20) < R> laj | f(a) — f(x) 


<R> Lag thai? — 2 | (5.6-3) 
改写 (5.6- 3) 为 向 量 形式 
oll xf? zf... rP- д) РТА Ро! zP -aP | oe, 
120-20 |) (ЕТА D'A xf? — cP 1, | x — 2? 1) 


RAX о(Е]А 1) <1, #lim (R| A|)” =0, 
ikrr  (:=1,2,— ,) 唯 一 性 获 证 。 
设 此 平衡 位 置 为 x = x* ,将 (5.6-1) 式 改写 为 
c EED Lla et) + Sal fila) -f(z))] 
(5.6-4) 
o(R|A|)<1 EFE -rlial A МЕ, E 为 单位 矩阵 。 
故 存在 一 组 正 数 p; >0(i=1,2,…,n), 使 得 
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-总 + 2 b | ay 1< 0 j= 12... n 
故 (5.6-4) 式 作 Ляпунов 函数 
W(x) = >: lr- z |> 0,34 z Z z*,W(z*) = 0 
i=] : 


W(zxz)—+ oo 当 | z; 一 ”| 一 > 十 со 
DiW(z) so< DIR + Dp lag 1] 155-2} 1<0 
У x Z= х" 
故 结论 成 立 。 
定理 5.6.3 若 aj<0(0i=1,2,…,2), 且 和 矩阵 
H H 
s| " ° 负 定 ， 
Hü H> 2пХх2п 
则 (5 .6-1) 式 的 平衡 位 置 x = z EREE, 
这 里 Hy = diag( — 去， … эк) Hy=5(A-Hy) 


Hy = diag( Qa11, 422,° “ а) 
证 :对 (5.6-4) 式 作 Ляпунов РАЖ 


W(x) = Уа _ ety (5.6-5) 
对 Wr YE (5.6-4) ORE, AAN 
~(a;- 27) fila) -filai DX-([ file) - А0) BA 
aw 1(5.6-4) = > 一 пе 一 也 六 十 2 as (z; — z; )(f; (=;) 


а) + Yayla; - af WAC) = Hla) 
2 


< > 一 Llas - af) + D aa (fil) = fi(=; ))° 


j=l 


+ Dag (2 一 ADISA ECH, - fila} )) 


- | x — x the Н x; — x 
© fle) - f(x")! \НЪ H>p>JU(x)- f(x")! 
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<0 当 工 天 并 (5.6-6) 
Hp x-z"*=(zi- af ya, ari)" 
F(x) х) = (Fila) АС), falan) (е ))Т 
故 x=x* ,全 局 稳定 。 
定理 5.6.4 若 a;<0(i=1,2,…,n), 且 存在 e>0, 使 得 矩 
w N зав. 


2nX2n 
则 (5.6-1) 式 的 平衡 位 置 x = z* 全 局 稳定 。 
证 :利用 (5.6-5) 式 , 便 有 


dw q 1 * 
qf 165.60 = LOR + e)(=; ~ x7) 


阵 H+ 


+ S al fila) – £, (=Z ))2 + Уба, ~ x?) 
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(БО) - f(e} )) = Эе _ xf) 


LK-eŅ lrn- ri rZ xr" 
т=1 . 


故 结论 成 立 。 
， i “tl таа. 
推论 5.6.1 #7 > 24 ау, i=1,2,,n 


Ji 
- a; > Утта |, = 1, 
a 
M х= хл SBE. 
定理 5.6.5 ВЕРЕС È + ag + (1-85) Lay |), < É Hur- 
witz 和 抢 阵 , 则 ($.6-1) 式 的 平衡 位 置 z = x “全 局 稳定 。 其 中 6; 为 


Kronecker 记号 。 


证 :定理 条 件 等 价 于 存在 正 数 р; >0(i=1,2,-- п) ,使 得 


1 n | 
Скай t LP lay 1<0 7 = 1,2, п 


iZ 
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{Е Ляпунов 函数 
W(z) = GDI pile; = z? sla; — т?) 
i=1 


WR - [z zr- lfl) f,(zZ)| 
故 有 


D* W ls. = Dalh = (z; — z; + Masta) 
- fila} )]sgn(=; — z; .) 
< Ula(- pla =r?) t ay 605) — f(r?) ) 


+ Se, lay 11 fi(z;) = БС) 1] 
= | 
<> - Ñ I z - z? I+ Dla g + ay) 


+ 24h; | ay |) | f(a) — Kaj) 1] 


1 
<3. Bi | x, = xj |+ 5 R + aj) 
+ >b, la; l] ` FACA, - f(z?) | 
izi 
<0 *”"EFzr=x* 
故 结论 成 立 。 
推论 5.6.2 若 下 列 条 件 之 一 成 立 
1) R > 2 lay | J = 1,2,…,n 
ij 
2) k > > lay | i = 1,2,---,п 
ia 
3) a> EY altlasl) ғ 1а 
R п 2 a ‘ft п 5 ’ 
Ji 


则 (5.6-1) 式 的 平衡 位 置 x = x * 全 局 稳定 。 


226 


下 面 来 考虑 细胞 神经 网 络 (5.6-1) 式 的 周期 解 的 存在 性 ,不 失 
一 般 性 , 仅 考 虑 区 域 


р" Šali I< 1, = 12 lz 21, = {+1,з,п) 


假设 xz =z" ED’ 为 (5.6-1) 式 的 平衡 点 ,有 是 为 内 点 。 
定理 5.6.6 ЖИР 


R Tan ар» 7 ац 
L+ ® 1 921 一 Rt 92 az 
C 
1 
an wae ... -R + ay 


ixt 
仅 有 单 的 纯 虚 特征 值 , 即 特 征 值 21,… ,i 均 不 同 , 则 (5.6-1) 在 
D* 的 内 点 x* 附 近 , 存 在 Г 维 周期 解 流 形 , 过 z 的 点 的 维 邻 域 
内 的 任意 始 值 хо AAR Ra 1 维 流 形 中 的 一 个 周期 解 。 

证 :在 D* 内 ,(5.6-1) 解 改写 为 


А рїп, °“ ац РЕ 
Hy Ly . _ ž* 
dj: _ 1 421 r ar L217 T2 
dt „| С : : 
x; Zl x. — xr 
an ... “Rt i i 
(5.6-7) 
* 
2141 一 Xi+1 1 Bri, U Gia] ZL ZI 
dt | ` , C ` x 
En <, anit ` Ana +; <; 
1 
-5 0 0 
R’ ñ 
+17 Ж]+1 
о -4 
yi R (5.6-8) 
C . x 
n Xn Хп 
1 . 
0 -R 
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因为 L* 有 /个 互 不 相同 的 纯 特 征 值 41 Аз, Ay, ЖЕЕ 
p(t) = leu(R i ж"), еВ к"), ,er (R к") | 
是 (5.6-7) 式 的 基 解 矩阵 ,其 中 民 ;- сЕ L*W A; 相应 的 特征 
向 量 , 故 (5.6-7) 式 的 通 解 为 
217 Ti 


= >) меч (ву ~ z") р, 为 任意 常数 


Tı -zri 
显然 , 它 是 L 维 周 期 流 形 ,这 里 х“ = (тү зәл ‚ть 
(5.6-8) 式 的 通 解 可 表示 为 


1 .. 
-R 0 0 
B 一 ü 1 . И 一 Xi 
. 0 -R : . 
: = exp tj: 
In - x; : É tO — xf 
1 
0 -R _ 
1 
-R 0, 0 
t 0 — 1 : n À . 
+ [exp R (t ~r)>) ре *(R;-— х” )dr 
. . ial 
1 
0 0 -R 
(5.6-9) 
(5.6-8) 式 的 一 特 解 为 
1 
-R 0, 0 
Ziti — 271 1 
0 2L 
КЕЕ 
0 : : : 
En Z, : : 
1 
0 0 -R 
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(2 — r) >) ре, — z* de (5.6-10) 
i=l 


易 证 此 特 解 为 周期 解 ， 且 当 始 值 | (<), ) 7 Ж[+\› е, 
(2 — 2%) || 1,(5.6-9) 式 以 (5.6-10) 式 为 其 极限 ,这 就 完成 
了 证 明 。 


第 六 章 ”离散 动力 系统 


用 差分 方程 描述 的 动力 系统 稳定 性 的 研究 是 Ляпунов 稳定 
性 理论 的 近代 内 容 ,至 今 尚 未 见 到 离散 动力 系统 稳定 性 的 专著 ,本 
章 较 为 详尽 地 介绍 这 方面 的 成 果 。$1 介绍 Ляпунов 直接 法 研 
究 一 般 非 自治 和 自治 差分 方程 稳定 性 的 基本 定理 ;$2 介绍 了 
LaSalle 不 变 原理 ; §3 ”讨论 比较 原理 在 稳定 性 中 的 应 用 ; Š 4 
给 出 离散 系统 稳定 性 的 代数 判 据 ; SS 给 出 实 方 阵 A(az ) 稳 定 
性 的 简 结 的 几何 充 要 条 件 ; $6 研究 离散 Лурье 型 控制 系统 绝 
对 稳定 的 充 要 条 件 ; 57 分 析 具 有 了 时 灌 的 差分 系统 的 稳定 性 ; Š 8 
介绍 泛 函 差分 方程 的 稳定 域 渐 近 稳 定 域 . 指 数 稳定 性 域 的 新 近 结 
果 。 


Š 1 Ляпунов PEM eA eI 


考虑 一 般 的 非 自 治 差分 方程 组 
x(k +1) = f(k,x(k)) (6.1-1) 
xER", fe C[N, XR”, R"], N, F BRS. 
f(k,o) = 0 

El x =0 4(6.1-1)RNH—TPF OME, И x(k, Ао, хо) AH 
(6.1-1) 式 过 始 值 x(k0) = хо 的 解 。 

W у(х) ССК", R, н К" BUR, 的 一 个 函数 , VCz ) 沿 
(641-1) 式 的 解 的 差分 定义 为 

AV(x) lea = У(х(# +1)) – V(x(k)) 
定义 6.1.1 称 (6.1-1) 的 零 解 x= 0 是 稳定 的 [一 致 稳定 
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АЈ, Ve>0, Jele, ko) >0[ 3A6(e)2>0],4 || x, || <8 Ce, ty) 
[| xo | <8(є)],М—}7 k= k, A 
| x(#,ko,xo) || < е 
反之 , 则 称 x =0 是 不 稳定 的 。 | 
EX 6.1.2 称 (6.1-1) 式 零 解 x=0 是 吸引 的 ,一 致 吸引 的 ， 
#Ve>0, Jolt) >0, Tle, ko) >0[ da >0, Tle) >01], 4 
Il хо Il <o(to), RT (e, ko) + Rol 4 xo | <a (to), 22220 + 
Tle) 1,9 
| x(Ë,ko,xo) | <e 
FEM 6.1.3 称 (6.1-1) 式 的 零 解 渐 近 稳 定 [一 致 渐 近 稳定 ]， 
若 它 稳 定 且 吸引 ( 若 它 一 致 稳定 上 且 一 致 吸引 ),2={xz,1xzl<c| 
称 为 吸引 区 域 。 
# о 可 任意 大 , 则 渐 近 稳定 、 一 致 渐 近 稳定 分 别 为 全 局 渐 近 
稳定 .全 局 一 致 渐 近 稳定 。 
定义 6.1.4 称 (6.1-1) 式 的 解 (k) ER BAR], Æ 
VH>0,k0€N+,4M(H, ko) 3 M(H)], ER M—Y xoE H, 
有 
| x(k, охо) | SM(H,ko)[ || x(k, ko,xo) | <M(H)] 
定义 6.1.5 称 (6.1-1) 式 为 耗 散 [ 一 致 耗 散 ] 系 统 , 若 存 在 一 
个 紧 集 QC R", 使 得 YM >0, 习 自然 数 kr(M ,ko)Lkr(M)>0]1， 
使 得 VY xo © Su = (х | x | SM}, 4 220+ kr(M,ko)lk=ko + 
&т(М)1,Ж x(k Бо, Xo) Л, О 内 。 
定理 6.1.1 BEN. x S. 上 存在 一 个 正定 函数 [具有 无 穷 
小 上 界 的 正定 函数 ] V(& х) ,使 得 
AV(k,x) 1л) = У(Ё +1,„х(Ё +1)) — У(Ё,х(Ё)) SO 
则 (6.1-1) 式 的 零 解 稳定 [一 致 稳定 ]。 
ШЕ:  У 正定 [V 正定 且 有 无 穷 小 上 界 ], 故 存在 o € 
Kl 3 pi; ф›Є К], 9 
Ф х |) < (А, х) е (1х1) «УС, х) <S (lx 10] 
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Ve>0,36(ko,e) [BR = pz![ pi(e)] 不 依赖 于 ko] 
当 |x | <à(k,s) [24] xo | <8] 
有 og (Il x(k) I )<V(k,x(k))< V(ki,xiSpi(e) 
[ф{( | x(k) 1) < Vík, (А) < УСА, xo) 
< gal || xo | ) ф›(8) = @,í(e)] 
故 有 il x(k) 1 <е “4k>ko 
从 而 x=0 稳 定 [一 致 稳定 ]。 
现在 介绍 渐 近 稳定 性 结果 。 
定理 6.1.2 若 存在 正 函 数 V(k,x)C€C C[N. xS,,R. И 
得 AVle.ip 负 定 , 则 (6.1-1) 式 的 零 解 浙 近 稳定 。 
证 :由 假设 存在 ЄК, ЕЛУ | 661-1. ф(х |) 
这 里 V(kt+1,x(k+1))— V(ko, xo) 
=V(k+1,x(k+1))— V(R,x(k)) + У(Е,х(Ё)) 
= V(k-1,x(k-1)),°* — МОА, хо) 


<- РП) | (6.1-2) 
4 hoo ,利用 V 的 正定 性 , 便 有 


> Ф( 1103) 1) < V(ko,xo) (6.1-3) 


由 级 数 的 收敛 性 ,可 知 当 j 一 ,p(x(7) |) 一 0, 从 而 
Il x(k) 上 >0, 当 一 2。 故 (6.1-1) 式 的 零 解吸 引 , 而 它 的 稳定 
性 由 定理 6.1.1 保证 ,从 而 (6.1-1) 式 的 零 解 渐 近 稳定 。 
定理 6.1.3 若 存 在 具有 无 穷 小 上 界 的 正定 函数 V(k,x)€ 
CIN: X S,, R+ 1,68 ЛУ | л.) hE, А106.1-1) 403—9 
证 :由 条 件 知 存在 фу, р, 92 K ,使 之 
g(x ll)< Vk x) < pll xl) (6.1-4) 
AV 161-1) S- @s( || x ||) (6.1-5) 
由 定理 6.1.1 知 x=0 是 一 致 稳定 的 , 现 只 须 证 一 致 吸引 ,由 x=0 
的 一 致 稳定 性 可 知 
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Ve>0,38(e),3 || xol <6, 有 | x(k,ko,xo) | <e 
今 证 对 此 es >0, dogle)>0 A T(e)€ N. , 4 
| xo | «оо, 7—0 А225 + Tle), Я || x(Ë,ko,xo) | <e 


为 此 , 取 TC) = ESS] ko TERES PH BK 


数 部 分 。 
当 | xo || < oo Е АЕА + Те) HEE АЎ А, tE 
| x(k1,ko, хо) | <ó. 
若 不 然 , 则 在 kosk Skot Т(є) Ж 
| x(k, ko, Xo) | S (е) (6.1-6) 
WA AV(E,x(ko)<S- фз( || x(k) ||)<-—ф3(д(=)) (6.1-7) 


T 
从 而 > AV(k,x(k)) <- p3(8)(T — ko) 即 


Vik,ko, хо) < V(ko, xo) 一 ga(6)(T 一 ko) 
< ф›\ | xo |) = Фз(8)(Т — ko) 


< p30) ~ pD [L |<0 (6.1-8) 


(6.1-8) 5 V(k x) 的 正定 性 下 盾 ， 故 在 kok Skot T PTR, 
使 得 
| x(ky,Ro.X0) < 8 

因而 对 所 有 kSkyt T, || x(k, Ro, хо) | <e 
从 而 x = 0 — ЛЛ Е. 

定理 6.1.4 BIEN. XR, 上 存在 具有 无 穷 小 上 界 的 无 穷 
大 正 函 数 V(k,x), 使 得 AV|ce.1_y) 负 定 , 则 (6.1-1) 的 平凡 解 全 局 
一 致 渐 近 稳定 。 

证 明 可 仿 定理 6.1.3 HEAT io 

以 下 介绍 指数 稳定 和 全 局 稳定 的 定理 。 

定理 6.1.5 ZE Vlk, x) ECIN: XS., R MAAA 
数 c21, c2 >0, ee 

1) l x | <v(k,x)<ci || x || (6.1-9) 
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2)AV || |. D< с2 | x | (6.1-10) 
则 (6.1-1) 式 的 零 解 指 数 稳定 。 

证 :由 条 件 有 
V (k +1,x(k + 1)) < V(E,x(Ë)) 一 СУ (в х(в)) 


C2 
Cy + C2 


< V(k,x(k)) - V(k,x(k)) 


ci ра 
= с; V(k,x(k)) = pV(k,x(k)) 


< 22 V(k -1,x(k -1)) < < VO, x(0)) (6.1-11) 
这 里 <= ta 
令 -a=lnp 则 prttse cht) 
从 而 由 (6.1-9)、(6.1-10)、(6.1-11) 式 便 有 
[x (2+1, хо) l| < V(Ë +1,x(k +1)) S #*1 V(0,x(0)) 
= e (b+) (0,ху(0)) < Mey |] z(0)| — (6.1-12) 


(6.1-12) 式 表明 (6.1-1) 式 的 零 解 是 指数 稳定 的 。 
定理 6.1.6 若 存 在 V(k,x)CC[N, ХЕ", R+ MRX ci 


C1 


<1 


>1,c2>0, %14 
1) || x | <У(#,х)<с| || x || ` (6.1-13) 
2)ДУ(А, х) 1-0-2 | x || (6.1-14) 


则 (6.1-1) 式 的 零 解 全 局 指数 稳定 。 
证 明 可 仿 定理 6.1.5 进行 , 略 。 
例 1 考虑 一 个 三 维 离散 非 线性 系统 


z(k + 1) = 


wk) 
1+ 22(k) + y (k)+ z2(k) 


_ z(k) 
yk +1) = Ta ak) + yk) + AR) (6.1-15) 


z(k+1) = 
的 零 解 的 稳定 性 。 


x(k) 
1+ z2(Ë) + y (k)+ z2(Ë) 
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{Е Ляпунов 函数 V = z? + y? + x? 


‚ | 
ДУС) 1.15) = i + z2 (k) + у (k) + 27(k))? 156 


1 
+ m + Xk) + ув) + eh)? 15200) 


1 
+ [a + ak) + (kh) + |200) 
< 0 № z2 + yr + 22 Z 0 
故 (6.1-15$) 式 的 零 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 。 
例 2 考虑 一 个 二 维系 统 的 指数 稳定 性 
луб) 
*(&+1)=3(r (Еу) (6.1.16) 
___4r(k) _ Е 
yk+1)= 530+ уюур 
#ЕЛЛяпунов 函数 
Viaz,y) =| z |+I у! 
显然 满足 定理 6.1.6 条 件 , 又 


___|2y(k)} |4z(R) __ _ 
AV 6.1.19 = 34 +] (BI) + 5С1+ ТУСЕ lak) | | y(k)| 


а _ 2 __ 
“Gets PIO + баар) 
-|y(k)| 


<-4)2(e)l-Fly(e)! 


<- (| z(k)|+ 150000) = = Viale), y) 
定理 6.1.6 的 条 件 2) 满 足 。 定 理 6.1.6 的 条 件 2) 满 足 , 故 零 解 是 
全 局 指数 稳定 的 。 
放 例 2 的 (6 .1.16) 式 的 夫 解 是 全 局 指数 稳定 的 。 
现在 介绍 不 稳定 性 定理 。 
定理 6.1.7 若 存 在 V(k,x)EC[N, xS, R], 19 УСЕ, 
0)=0, 且 : 
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1) WP Eko ,在 原点 任意 领域 内 有 V >0 的 区 域 ; 
2) 在 区 域 V>0,V(k,x) 有 界 ， 
З) У>0 Ф,ДУ |(в1.1) ЕХЕ, B Y e >0, 3 7 之 0, 使 得 在 V 
>: >0 中 ,对 一 切 А2260; 
AV 161.0) 2l>0 (6.1-17) 
则 (6.1-1) 式 的 零 解 不 稳定 。 
证 :选取 e>0, 使 0<e<r, 今 证 3j хо, PE | хо | 多 小 , 解 
x(k, ky, ху) SASH || x | <=. 
在 区 域 V>0 W, ER Xo 使 [ Xo | 任意 小 且 V(ko,xo) >Ü, 
因为 Аду) >20 Ж 
V(k,x(k,kosxo)) > V(kosxo) > 90 (6.1-18) 
E x(k, Ro, Xo) ЖЕН || x | 委 e, 则 将 一 直 位 于 区 域 V(x， 
х)>0 中 。 
由 条 件 3) ,存在 ! >0, 使 得 
AV(k,x(k))>1>0 (6.1:19) 
帮 VC, x(R)) 2 V (Ro хо) + CR ko) >% 
与 条 件 2) 了 矛盾 , 故 定理 结论 成 立 。 
推论 6.1.1 Ж V(k,x)ECIN, XS,,R], У(А,0) =0 
使 得 1) 定理 6.1.7 条 件 1) 成 立 ; 
2) V 具有 无 穷 小 上 界 ; 
DAV lo. 1- 1 正定 ; 
则 (6.1-1) 式 的 零 解 不 稳定 。 
证 :由 条 件 2) 存在 正定 的 函数 ф(х), 使 得 
I V(t,x) I< e( || x 1) 
HOt Ve >0, 25(е) >0, 9 || x || <ó NA 
| У(ї,х)1< є (Vt > to) 
故 在 原点 某 领域 O, 与 V >0 的 交集 内 , V(: ,x) 有 界 , 定 理 6.1.7 
条 件 2) 成 立 。 
因为 存在 正 函 数 W(x), ДУ (х) Ж 
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Ve* >0, 在 V>e* 中 有 | x 1226,85 
[= „inf Де? (6.1-20) 
АП Ж(х)21>0, В V>OA,AV 正定 
定理 6.1.7 条 件 全 满足 , 故 结论 真 。 
推论 6.1.2 ЖТ V(k,x)ECIN, x S, ,Rj] 使 得 
1) 在 原点 任意 领域 内 有 V >0 的 区 域 ; 
2)V ÆN, X S, 内 有 界 ; 
HAV 64-1) =AV+ W(tx) 
其 中 A>0,W(k,x)>0 
则 (6.1-1) 式 零 解 不 稳定 。 
证 :条 件 1) DAREM 6.1.7 的 条 件 1).2) 成 立 。 
Ye>0, 取 Li(e)=he FE Vee 上 ,有 
AV > де >0 
从 而 条 件 3) ИЖИ 6.1.7 的 条 件 3) 成 立 。 
故 定理 6.1.7 的 全 部 条 件 满足 ,结论 自然 成 立 。 
以 上 介绍 系统 的 解 的 有 界 性 和 耗 散 性 。 | 
定理 6.1.8 若 存在 函数 V(L ,x)C CIN: XR’,R] 
使 得 1) V(k,x)>e(| x|)  pEKR 
2) AV leaps 
则 (6.1-1) 式 的 解 是 有 界 的 。 
证 :对 任意 解 x(k,ko, xo) ’ 因为 
ФОП x(k) Ro. xoll )< VOR x(k, Ro» X0)) 
< V(kosxo) ŽBlko, хо) 
(6.1-21) 
故 | x(k, kosxo) | Же 1@(%,х) ， 对 一 切 k 之 ko 
从 而 (6.1-1) 的 解 有 界 。 : 
Ж GRA 1) 加 强 为 
Ф011) < Vk, x) S Ф (1х1) @ € KR i=1,2 
其 它 条 件 不 变 , 则 (6.1-1) 的 解 一 致 稳定 ,读者 易于 仿照 一 致 稳定 
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的 定理 6.1.1 及 定理 6.1.8 证 之 , 略 。 

定理 6.1.8 的 条 件 1)、2) 不 必 在 全 空间 R" 上 成 立 , 只 要 在 
R"/S, 上 成 立 ,这 里 R”/S, MA S, ÆR" 内 的 余 集 。 

定理 6.1.9 若 存在 V(&,x)ECLN, XR"/S,,R] 
018 1) У(Е, х)22Ф( || x ||) x€ R, /S, 

2) ДУ 61) e( l| x ||) xER"/S, ФЄК 

则 存在 ory >r Vx € К", (6.1-1) RW х (ЕЁ ky, хо) BAB 
BEA 5, EP || x(k , ko, хо) | Sri, SAM (6. 1-1) RE — FEA Ж. 

Е: Ухо R”, 则 必 存 在 &1 >Ao, 使 得 

e( | х0, охо) |)< g(r) (6.1-22) 

GAR , 则 从 


V(k ‚х(Е,Ёр,хо))< V(ko, xo) = Уе | х(3) | ) 


一 > 一 Oo 当 k — оо 
就 推出 了 矛盾 , 故 (6.1-22) 式 成 立 。 
记 x(k i) = x(Ëi,Ëo,xo) 


于 是 
o( ll x(k, Ro, xo) Il = eC Il (x(k,ki, x(R1)) ||) 
< Vk, x(k, ky, x(ki))) 
- < V(ki,x(ki,ko, xo)) 
< p(y) 
从 而 || x(k ,ko, Xo) | < 当 kk; MHRA. 


如 果 将 定理 6.1.9 的 条 件 1) 加 强 为 
g(x |) < V(k,x)< ф›( | x ll) 
其 它 条 件 不 变 , 则 (6.1-1) 式 是 一 个 一 致 耗 散 系统 。 
82 ”LaSalle 不 变 原理 t30] 


本 节 简 略 地 介绍 LaSalle 不 变 原理 的 主要 思想 。 
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题 ,此 外 ,稳定 性 必 与 动力 行为 有 关 , 即 当 x MT 都 受 扰动 时 ,将 
出 现 什么 情况 。 

方程 x = Tx 之 解 的 逐次 通 近 法 的 基本 思想 在 于 ,如 果 Txo 
收敛 , 则 它 的 极限 就 是 一 个 解 (不 动 点 或 不 变 点 ) ,LaSalle 推广 了 
这 一 思想 。 

仿 此 Birkhoff 的 作法 ,引进 Tx 的 极限 集 而 得 到 重要 的 不 变 
原理 (LaSalle)。 

现 引 进 一 些 记号 ,对 xER” BSCR”, 

e(x,S)=inf( | y-*x | ,y€ S) 表示 点 x 到 集合 S 的 距离 ， 
当 n>%, T'x>S, MM o( Tx ,s) >0,n—oo, 

S= {х,о(х,5) =0Е 5 HRI. 

£ S=S,#4 S 是 闭 的 ; 若 它 的 余 集 是 闭 的 , 则 S 是 开 的 。 

T(s) = {T(x),x € S} 

EXM 6.2.2 (Birkhoff) 若 存在 一 一 整数 序列 n; ,使 得 当 ¿— co 
有 п; ож Тху, Я у 是 Tx 的 一 极限 点 ,从 x 出 发 的 运 
BT 的 极限 集 Q(x) 就 是 Ts 的 一 切 极限 点 的 集合 。 

为 了 研究 不 变性 , 先 考察 极限 集 的 性 质 。 

定义 6.2.3 Ж T(H)CH(HCT(A)), ШЕФ HA 
对 于 方程 (6.2-1) 式 是 正 ( 负 ) 不 变 的 ,如 果 T( H) =H. WER H H 
不 变 集 。 

定义 6.2.4 BARER H 不 是 两 个 非 空 的 不 相交 的 闭 不 
变 集 之 并 ,而 称 此 H 为 不 变 连 通 的 。 

定义 6.2.5 若 对 某 个 上 >0, Tx =x, 则 称 运 动 Tx 是 周期 
”的 {或 循环 的 )。 这 种 整数 中 的 最 小 者 称 为 此 运动 的 周期 或 循 
环 阶 ,如 果 &=1, 则 * 是 工 的 一 个 不 动 点 ,或 称 此 x 为 (6.2-1) 式 
的 一 个 平衡 状态 

不 变 集 有 下 列 重要 性 质 : 

性 质 1, 设 日 是 有 限 个 元 素 组 成 的 不 变 集 , 则 H 为 不 变 连通 
的 充 要 条 件 是 互 为 一 周期 运动 。 

证 :必要 性 ,由 于 互 是 有 限 个 元 素 组 成 的 不 变 集 , 故 五 中 的 
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点 只 能 有 两 种 情况 :一 种 是 不 动 点 ;一 种 是 周期 运动 点 。 前 者 可 视 
为 后 者 的 特殊 情况 , 故 H 必 为 周期 运动 。 
充分 性 ,用 反 证 法 , 若 H 是 不 连通 的 , 则 
| Н= UH, АН H, = @ (6.2-2) 
这 里 H i= {x1, Xx, I X I H = (хр x, (6.2-3) 
R H, 与 H, 都 是 不 变 集 。 
因为 x, 是 周期 运动 中 的 一 点 , 故 可 设 
Tix! = х, {A x, € Hy 
故 Hi 不 是 不 变 的 ,矛盾 ,由 此 可 得 Wa. 
性 质 2,1) 正 向 不 变 集 的 闭 包 是 正 不 变 集 ; 
2) 有 界 不 变 集 的 闭 包 是 不 变 集 。 
Е: DR 五 为 正 向 的 不 变 集 , 故 T(H)CH 
今 证 T(H)CH 
Y yE H KEA x, E€ H ABE х,у, У n>, Т 的 
EREA Ta, >TO) , 故 T(y)CH, MA T(H)CH ,Bk1E 
向 不 变 集 的 闭 包 是 正 向 不 变 的。 
2) 设 互 为 有 界 不 变 集 , 则 它们 闭 包 互 也 有 界 , 因 HE 
不 变 , 即 T(H)CH。 
EF RSE ACT(A), AH 是 不 变 集 , 故 日 CT(H)( 即 
H En KEE), HC T(H). 
今 证 T(H)<T(H) 
当 yC T(H) , 则 存在 序列 x, € H, (x,y, AFN x, | 有 
界 , 故 存在 收敛 子 序列 { x, | 使 得 
| x, +2 € H 
再 由 工 的 连续 性 知 
T(x) >E T(z)ET(H) ” 故 最 终 得 到 
| T(H)C T(H) 
ii HETH), HCT(H),T(H)=H 
进一步 有 定理 6.2.1。 
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ЕЁ 6.2.1 每 个 极限 集 Q(x) 都 是 财 的 正 不 变 集 。 

证 : 易 知 Q(x) 的 余 集 是 开 的 ,因此 N(x) 是 闭 的 , 设 y € 
Q(x), 则 存在 一 整数 序列 л; EIR 4 i> ,有 n> OA Tx y, 
由 工 的 连续 性 

T( Tx) = Tx > Ty 
从 而 Ty€ Q(x), A T(Q(x))C Q(x), Ж Q (x) 是正 不 变 
的 。 | 

我 们 感 兴趣 的 是 有 界 运动 的 渐 近 行为 ,如 果 运 动 Tx 对 一 切 
n€ J 有 界 , 则 通常 称 此 运动 是 在 Lagrange ( 拉 格 朗 日 ) 意 义 下 正 
稳定 的 。 

定理 6.2.2 若 Tx 对 所 有 的 2EJ+ BARRY А Q(x) 是 
非 空 、. 紧 、 不 变 及 不 变 连通 集 , 且 当 поо, 0O(x) dE Tx PBI 
最 小 闭 集 。 

Ш: BA, Tx 具有 界 性 ,由 著名 的 Weierstass ЖН 
知 , Q(x) 是非 空 不 变 集 ,由 定理 6.2.1 TA Q (x) ЖЖ. 

令 yEN(x), 且 为 同 定理 6.2.1 的 证 明 中 的 作法 一 样 选择 
n;, H Tx 的 有 界 性 ,还 可 以 假定 Te lx 也 收敛 (如 果 必 要 ,可 选 
一 子 序列 ), 即 Te ly—z, 

MÜ z€EQ(x) T(T™ х) = T"x—Tz=y 故 

Q(x)CT(Q(x)) 从 而 由 定理 6.2.1 知 Q(x) 不 变 。 

下 面 证 明 , 当 Tx 有 界 时 , Ter 一 D(r), 因 为 o(T (х), 
Q(x)) 是 有 界 的 ,可 以 断定 ,如 果 Т" (х) ЖШ Q(x), 则 存在 一 
序列 z; 848234 i> ORT, noo, Т" (х), В p(Trix, 0(x)) 
—0, FA, BA Tx PRR Q(x) AN, BY n>, Tx > Q 
(х), 

如 果 当 n>, Tx>E, Н E 是 闭 的 , 则 显然 Q(x)EE, 故 
Q(x) 是 当 n 一 时 Ty SHEN BDA, 

最 后 证 明 Q(x) 是 不 变 集 连通 的 ,假定 Q(x) 是 两 个 相交 的 ， 
闭 的 非 空 不 变 集 Q1 和 Q, 的 并 集 ,因为 0(x) 是 紧 的 , 则 O, 和 
Q 也 是 紧 的 , 故 存在 不 相交 的 空 集 U, 和 Us, 使 R CU, QC 
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U2, 还 有 因为 了 是 连续 的 ,因此 在 О, 上 是 一 致 连续 的 ,从 而 存在 
一 个 空 集 w 使 得 ОСУ, Т(У)Су, AW О(х) HT" (x) 
rae Wt AY B/N WT (x Ы Vi 和 Us 相交 无 限 多 次 , 即 存 
在 一 个 收敛 子 序列 Tx, CERE V, 内 ,也 不 在 U, 内 ,可 是 
人 Q(x) 包含 在 Vi 与 U, 的 并 集 内 ,这 就 出 现 了 矛盾 , 故 Q (x) A 
变 连 通 集 。 
下 面 来 介绍 LaSalle 不 变 原理 。 
定理 6.2.3 (LaSalle 不 变 原理 ) 若 下 列 条 件 成 立 : 
1) 存在 一 个 函数 VE CIGCK’, R), (BH V (6.2-1)5 
的 解 
АУ(х(п)) вор = У(х(п +1))—- У(х(л))<0 (6.2-4) 
2) x (n) 是 (6.2-1) 式 的 任 一 有 界 解 , 且 对 所 有 n20,x(n)C 
G, 则 存在 一 个 数 c ,使 得 当 n> colt 
x(n)—> Mf Ve) (6.2-5) 
其 中 M 表示 E={x,AV(x)=0 xE€G} 中 的 最 大 不 变 
集 。 
Vi=ix: V(x) =c x€ R”) (6.2-6) 
iE: x = х(0), х(п) = Т"хо, 假设 蕴涵 V(x(n)) 关 于 
О 是 非 增 的 是 有 下 界 , 因 此 当 n> ont, V(x(n))>co 
令 yEQ(z), 则 存在 一 序列 n; ,使 得 п; >00, х(п) > y A 
V 是 连续 的 , 故 V(x(n))> V(y)= c, Am Q(x0)C V (с), A 
为 Q(xzo) 是 不 变 的 , 故 V(Ty)= c, B V (у) =0,Ék 0(х%®)СЕ, 
从 而 也 包含 在 M 内 , 因 x(z) 一 QUx0), 故 x(z) 一 MI 站 V С), 
下 面 以 一 个 二 维 非 线 性 离散 系统 为 例 , 说 明定 理 6.2.3 的 应 


用 。 
例 1 考虑 二 维系 统 
_ _ay(n) 
х(а+)=тү эу 


.2- 
yr 1) = oe) (6:2-7) 


 1+y2(n) 
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Ж Ляпунов 函数 
Viz,y)= т? + у? 


2 
MIAV(z,y) le2n= (үгү 3 Da? + ( 


情况 1, 当 ce2<1 82<1, 则 有 
AV 16.2.2) < (6? -— 1)z2 + (a? — 1)52 

Н VV 是 系统 (6.2-7) 在 R° 上 的 Ляпунов 函数 ,在 此 M = E 
= 1(0,0)| ,可 每 一 个 解 显然 是 有 界 的 ,从 而 由 定理 6.2.3 得 出 , 当 
n 阅 吕 时 ,每 个 解 收敛 于 原点 (原点 是 全 局 吸引 点 )。 这 正 是 
Ляпунов 经 典 的 情况 ,V(xz) 和 一 AV(zx) 都 是 正定 的 。 

情况 2,а2<1,62<1, H a2+ 如 <2, 可 以 假设 a2<1,52=1, 
Var) = х2+ y 仍然 是 (6.2-7) 式 在 R? 上 的 一 个 Ляпунов 函数 ， 
但 -AV(zx) | (6.2.7) PEEM, 因为 AV(z) | (6.2.7). < (а? ~ 1) 
у,ВЕ= |х|у= 01, AER, AF T(z,0)=(0,b,z),M Ë 
好 是 原点 z=y=0, 故 原点 是 全 局 渐 近 稳定 的 。 

这 种 情况 的 结论 ,已 无 法 由 Ляпунов 的 经 典 定理 得 到 ,而 只 
能 得 到 z = y =0 是 稳定 的 较 弱 的 结论 ,从 而 说 明 LaSalle 不 变 原 
理 推广 了 Ляпунов 定理 。 

情况 3, а2=02=1, У = х? + у? JE (6.2-7) KAY Ляпунов 
Ж, E Br 8 RAR, AE E = M 是 两 个 坐标 轴 的 并 集 , 且 由 定理 
6.2.31, с, ТАНЕ ((с,0), (0,с), (~ с,0), (0- 
c) BPE У х2 + y= с 的 交集 ,这 时 又 有 两 种 情况 。 


a 2 
(1 + z2)2 -Dy 


(I)ab=1 
= ay — bx y= б = 
Т(с,0) = l+ x2'1 + у? | 10, be} 
2 _ _ _ ay bx 
T (c,0) = T, T(c,0) 一 T(0,bc) = 1 + x2'1 + y2 = 
= (abc,0) = (c,0) (В ab = 1) 


В 72 (с,0) = (abc ,0) = (с,0) 
BF c 关 0, 则 由 点 (c ,0) 出 发 的 运动 T(c,0) 是 一 个 周期 为 2 的 
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周期 运动 ,因为 极限 集 是 不 变 连 通 的 ,由 性 质 1 可知 每 一 个 解 趋 于 . 
这 些 周期 运动 一 原点 或 周期 为 2 的 周期 运动 。 
(H)ab=-1 W 
T(c,0) = (0, dc) 
T2(c,0) ='T(0, bc) = (abc,0) = (— c,0) Fl ab =—0 


3 = ay bz те-с = 

Т°(с,0) = T(- c,0) = I+ 221+ 52 == = (0,bc) 
y bz 

T*(c,0) = T(O, 一 bc) = 25 1+ yl 


= (- abc,c) = (с,0) 

Ж Ж cA0, 这 些 都 是 周期 为 4 的 周期 运动 ,为 同上 述 情况 
( 工 ) ,每 一 个 解 或 通 近 于 原点 ,或 通 近 于 周期 为 4 的 这 些 周期 运动 
中 的 一 个 Fo 

注 ” 对 于 情况 3 的 这 种 精细 的 结果 ,是 Ляпунов 经 典 定理 所 
无 能 为 力 的 ,这 就 充分 说 明了 LaSalle 不 变 原理 是 对 Ляпунов EE 
论 的 发 展 。 

目前 ,神经 网 络 中 所 广泛 采用 的 能 量 函 数 法 来 研究 一 个 神经 
网 络 的 动力 学 渐 近 行为 ,在 很 大 程度 上 是 受 LaSalle 不 变 原理 的 启 
W, | 

情况 4,a2>1,67>1, © В; = |(х,у),х%+ y2< 82] ,对 于 0 
<à2<a2- 1, <82<b2-1,V z€ BBA 

b? ú 2 
av> (pra tes (rta) 
_ ge а? — 82 — 

故 Vz(0),y(0)  zx2(0)+ у2(0)=0 

z2(n) + y (OEA BS 内 部 走向 B6 外 的 ,从 而 

х=у=0 是 不 稳定 的 。 

下 面 ,进一步 利用 LaSalle 不 变 原理 来 给 出 一 个 集合 相对 于 T 
的 稳定 性 与 不 稳定 性 。 
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定义 6.2.6 EAE 五 са Н 的 开 集 ) , 必 存 
在 H 的 一 个 邻 域 驳 , 使 得 对 所 有 的 n€ J, A TCW)CU, WR 
H 为 稳定 的 。 对 于 ACR" EMA BAER a} ER An, € 
J ,使 得 23> y € H, Т"(=х;) >Z, WK z € FI ç 

在 拓扑 动力 学 中 , 广 称 为 日 的 拓展 , 当 im ot, РНЕ n> 
co, Ti (x;)>Z 所 有 这 样 的 2 的 集合 , 称 为 H 的 拓展 极限 集 , 注 
意 HCH。 

引 理 6.2.1 1) 设 号 是 一 个 紧 的 正 不 变 集 , 则 当 且 仅 当 Н 
= HB, H BREN. | 

2) 设 互 是 一 个 闭 不 变 集 , 且 包 含 在 一 个 开 有 界 的 正 不 变 集 
G A, W A EPER. 

证 :1) 显 然 , 若 存在 一 个 eC A REH 内 , 则 二 是 不 稳定 的 ， 
反之 , 设 互 不 稳定 , 则 对 H 的 某 邻 域 UV (可 假设 U 是 有 界 的 ) 必 
存在 一 序列 x € U, ER i >o, xi > yCH 80185) Т 
最 终 离开 U, л; EE Tx 不 在 U 内 的 最 小 整数 , 则 Тех € 
T(U), 从 而 这 个 序列 是 有 界 的 ,因为 它 包含 一 个 收敛 子 序列 , 它 
的 极限 不 在 НН, НЕЕ НЕН 

2) 设 z€ H, 是 存在 序列 x,€ G ййл,Є + ,使 得 当 i> OO, 
xy EH, Tux >z, AW T х= Та, WA ТЄН, Мй 
T(H)CA WMR n BAAN, ДИРЕ P€ J. ,使 得 T'x >=, 
但 这 时 因 H 是 不 变 的 ,而 有 z= ToyE 互 ,因此 ,存在 一 个 = € H 
CH, (ee Tw = z HU n 不 是 有 界 的 ,可 以 假定 当 ;一 co ,mi 一 
со, T= ly, EG 内 ,因此 是 有 界 的 ,还 可 以 假设 Tu lx — o, 
于 是 we A, MM RKB AE w € H , # Tw = >, 这 就 证 
WY ACTH, KA RAEN, 

定义 6.2.7 MEFE A 的 一 个 邻 域 U ,使 得 xC Uy 
2->co 时 ,有 Tx rH SURES H 是 吸引 集 ;如 果 Н 既 稳 定 又 吸 
引 , 则 称 H 为 渐 近 稳定 ,此 外 , 若 对 一 切 x € R” , 当 n>, Т" = 
Н, H 为 全 局 渐 近 稳定 , 若 H 既 不 是 稳定 的 ,又 不 是 吸引 的 
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则 称 之 为 强 不 稳定 的 。 

定理 6.2.4 集合 的 渐 近 稳定 性 

设 GC R" 是 有 界 的 正 不 变 集 ,如 果 : 

1) 存在 VECIG,R] З AVX) (6.210. 

2) MCG, a 

М 是 吸引 集 且 CCR(CM) (R(M) 表 示 M 的 吸引 域 ) 。 

3) VEM 上 是 常数 。 
则 M 是 渐 近 稳定 的 (相对 于 G 是 全 局 渐 近 稳定 的 )。 

证 ;因为 V 和 工 是 连续 的 , 故 AV 是 连续 的 ,E 是 闭 的 ,于 是 
M EE 中 的 最 大 不 变 集 ,因此 M 是 闭 的 (由 不 变 集 的 性 质 2) ) 由 
引 理 6.2.1 TA M 是 吸引 集 , 又 由 不 变 集 的 性 质 1) 知 G 是 正 不 
变 的 ,由 引 理 6.2.1 可 知 GCR(M) ,注意 到 MCG. 

剩 下 要 证 的 是 : 当 V(x)=c 于 M 上 时 ,M 是 稳定 的 , 现 通过 
MCE 来 证 实 这 一 点 。 | 

因为 М 属于 不 变 集 ( 引 理 6.2.1) ,而 M Ez 中 最 大 不 变 集 ， 
由 此 可 知 ,M = M, 从 而 M 是 稳定 的 , 令 ЄМ, Т> M, EH 
V(x)>c ,JIHEZFE x; Жп, 使 得 当 ; 一 co 时 ,xz 一 yE М Тех,» 
Bo 

由 V(x) V( Tix), BPA ЖШ -2 V (z) AMES z€ M # 
V(z)=c, BM 是 不 变 的 ,因此 MCE. 

定理 6.2.5 集合 的 不 稳定 性 定理 

I y ERE U 的 边界 上 的 一 平衡 点 ,NN 是 y 的 一 个 邻 域 。 假 设 : 

1) MNMG= GB( 空 集 )。 

2) 存在 VEC[G,R] 使 得 AV16.20 魏 0。 

3) 在 属于 NABH U 的 边界 部 分 上 V(x)=c。 

4) 对 于 xEG, 有 V(x)<0。 
ШЖ T(G)CU, Wy 是 不 稳定 的 ;实际 上 如 果 No 是 y 的 任 一 
点 包含 在 N 内 的 有 界 邻 域 ,是 从 Gv 站 No 中 出 发 的 每 个 解 最 终 离 
FEN, WE U 是 正 不 变 的 , 则 у 是 强 不 稳定 的 ,事实 上 当 n> 
没有 任何 从 U 内 出 发 的 解 能 够 趋 于 yo 
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W: 由 定理 6.2.3 从 Go 出 发 的 任意 解 最 后 必 离 开 Со, A 
为 它 不 可 能 逼近 U 的 边界 属于 N 内 的 那 部 分 ,由 于 它 从 Go 的 首 
次 逸 出 点 仍 在 U 内 ,因此 它 必然 离开 No NEF y 在 Go 边界 上 ， 
故 у 是 不 稳定 的 ,如 果 U 是 正 不 变 的 , 则 显然 y 不可 能 是 一 个 吸 
引 点 。 

推论 6.2.1 B VECIR”,R] 且 T(0)=0, 在 原点 的 任意 
邻 域内 都 存在 一 些 点 ,使 得 V(x)>0,V(0) =0, 在 原点 邻 域 N 
内 相对 于 方程 (6.2-1) 有 | 

AV(x) |(6.2.) = BV(x) + W(x) 
这 里 或 者 W(x) 非 负 , 且 8>0 RA 820 而 W 正定 。 
则 原点 不 稳定 。 

证 : 设 U 对 应 于 V(x)>0, 则 - V 是 方程 (6.2-1) 在 G=N 
ПУ 上 的 Ляиунов Ж, AW x€ G #8 T(x)C V , ДЈ 
稳定 性 可 由 定理 6.2.5 推出 。 

例 2 考虑 
I z (n +1) = fi(mi(n),z.(n)) 

хә(п +1) = P;,Ə(zi(n),z2(n)) 

f. (0,0) = f2(0,0) =0 
V= – 2122 则 
AV=21227- Р(х) Р(х), 
а) Ў х12>20 f(x) Р(х) >20 
b) 对 ziz;2>0 B. z 充分 接近 于 原点 时 (在 原点 的 一 个 充分 
小 的 邻 域内 ) f(a) (6) > zizz， 则 对 应 zizz>0 的 С, 定理 
6.2.5 的 条 件 满 足 , 因 此 原点 是 强 不 稳定 的 。 


Ф 


83 比较 原理 在 稳定 性 中 的 应 用 


本 节 介绍 差分 方程 的 比较 原理 , 它 在 对 解 的 估计 及 稳定 性 方 
面 是 很 有 用 的 D22] 。 
考虑 离散 动力 系统 
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x(k +1) = f(k.x(k)) (6.3-1) 
w(k +1) = g(k,w(k)) (6.3-2) 
r(k +1) = A(kE,r(Ë)) (6.3-3) 


REN, xER", GCR”, rER: 
R".={x,x,50,i=1,-",7| 
x 之 y Raj y;, i=1,2,…,n А =(a;), x 220 Ж 
Ж aj 宕 0,i,j=1,"…,no 
这 里 /ЄСІМ. хК",К"] g€ C[N. x RY,R4] 
ЄСЇМ, xR.,R.] 
g(u,v) 关 于 V 不 减 。 
定义 6.3.1 ЖЕЕ (5) HG). slar) EKR, 
# 1(r)E CLR. ,R™ ],1,(0) =0,1;(7) >0,7 >0,1, (r)— eo , 4 
r>+0o,i=1,2,°',mo 
Vx €C К", wE R” "ЄК. , 简 记 
х(&)® y(k,bo xo), wlk) Zw kh, kos wo), r(k) Š 
r(Ë,ko,ro)o 
定理 6.3.1 若 (6.3-1),(6.3-2),(6.3-3) 式 满足 下 列 条 件 : 
1) 存在 V(k,x)C€C СІМ, X R", В" 1], 使 得 沿 (6.3-1) 式 之 解 
有 
V((k+1),x(k+1))< (е, ИСА, x(k))) 
2) 存在 函数 1(r)E KR ,使 得 
g(k,1(r)) < I(h(k,r)) r € [0,r*] 
其 中 xr* >0 是 某 常数 或 + со, 
3) 当 (koro ENa Xx[0,r*] 时 有 
r(k,ko,ro) Є 10,7] REN, 
JI] 313 OSV (Р. хо) зоо (ro HA 
V(A, x (Bboy Xp) wh, ko, wo) «Е (rk Во, го)) 
| REN, 
证 :用 归纳 法 证 之 ,显然 当 &=Ao 时 有 
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V(ko, х0) < wo < (ro) 
W V(k,x(k,ko,xo)) S (ё, ko, wo) S< I(r(b,ËEo,ro)) 
(6.3-4) 
Н (6.3-4) 914 1) 3) К elu, VRF V 的 不 减 性 知 
У(А +1,x(k +1,h9,x0)) < glk, Voki kg, Xo) Kalk wk, 
ko, wo)) = wk + 1,0, wo) < glk Ll(r(k,ko,ro))) 
=< I(h(k,r(Ë,by,ro))) = Lr(k + 1,9, 70)) 
故 结论 成 立 。 
定理 6.3.2 若 系统 (6.3-1) 一 (6.3-3) 式 满足 定理 6.3.1 的 
条 件 1).2)A f(k,0)=0, g(k,0)=0,h (k,0)=0, LFE RH 
gilr) g2o(r)EK 使 得 
губ |x] )< 1 УСЕ, х) 1 <ф›( |х |) (6.3-5) 
WU (6.3-3) ВА BEL ЗЕ |, ZH (6.3- RWS 
解 一 致 稳定 [一 致 渐 近 稳定 ], 又 若 比较 原理 中 条 件 3) 成 立 , 则 
D"(x) 是 系统 (6.3-1) 式 的 吸引 区 域 。 
其 中 D'(x) = {x € R*|V(k,x) < sup I(r)r Є М, | 


证 :1) 先 证 一 致 稳定 性 。 
因 1;(0)=0,2;(r) >0(r >0) ,连续 ， Ve>0,je(e), eile) 
<r* AH Or <a (NA 
1205) Il < eile) (6.3-6) 
又 因 系 统 (6.3-3) 的 零 解 一 致 稳定 , 故 对 e 1(e ) 存 在 0, (ec), 01 Ce) 
和 el(e), 使 当 0 委 ro< 8, (e MA 


r(&,R0ro) < eye) REN, (6.3-7) 
< 1 .= 
EPOE BP gi) AOTT RAC 


(е) = ф '(d2(e)) 
利用 上 (>) 连 续 性 ,由 反 证 法 易 推 知 ,存在 某 个 ro,0< ro< 
01(e) ,使 得 | 
Sale) < L (ro) <8; Ce) i = 1,2,- m ` 
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8 V (ko хо) =w K | xo || SO Ce) DA 
V(zo,xo) = wo<1 (79) 
从 而 由 (6. 3-7) 式 和 比较 定理 6.3.1 可 推 知 
| x(k ,koxo) | < `H | Vik, x(k „kos Хо) | ) 
«оф (| wk, ko, wo) ||) 
<p '(|l(r(k koro) | )<e RENG 
即 证 得 (6.3-1) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 | 

2) 次 证 一 致 渐 近 稳定 。 

Ve>0 沿 用 (6.3-6) 式 , 因 系统 (6.3-3) 式 的 零 解 一 致 渐 近 稳 
定 , 故 对 6 Ce), 38, (е), 5, (6) е, le) M Т, (е), E Ory < 
ô (edit, A 

r(k,kosro) <e le) EC[ko t Тү(Е), +] (6.3-8) 
r(k,kosro)<r” kE[kot+ko+ Ti(e)] (6.3-9) 
与 1) 证 一 致 稳定 的 证 法 同 ,由 (6.3-6)、(6.3-8)、(6.3- DRAH 
较 定 理 6.3.1 可 推 知 , 当 | xoll <6(e) 时 有 
| x(k, koro) Il <= kC[kbk r T (е), + оо] 
故 系统 (6.3-1) 的 平凡 解 一 致 渐 近 稳定 。 

3) 证 D (x) HARKE, V x9 € Р" (x), AE ro;,0 委 ro<r” 
使 得 V (to, хо) S Cro) TEM V (to, xo) = wo, 由 比较 定理 
6.3.14 

lim | x(k, Ro x0) | < gi Clim | 2(r(kskos7o)) 1) = 0 
即 证 得 D"(x) 为 系统 (6.3-1) 式 的 吸收 区 域 。 

定理 6.3.3 若 系 统 (6.3-1)、(6.3-2) 满 足 比 较 定理 6.3.1 
的 条 件 1), f(k ,0)=g (k ,0)=0, XE: 

1) 存 在 常数 8 之 1 使 得 

lx ll < | V(kE,x)| < b lx 
2) 存 在 向 量 函 数 !(>)= coller, ,cmr) 使 得 
g(k,1(r)) S< I(ar)r € [0,r* ] 

其 中 c >0 , 0<а<1 WHR, * >0 是 某 常数 , 则 系统 (6.3- 
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1) 式 的 平凡 解 在 D(x ) 内 指数 稳定 。 其 中 
D'(x)=IxCR|V,(k,x)<c;* 
REN, i=,2,-",ml 
证 : 取 系 统 (6.3-3) 式 中 h(k.,r)= ar, (6.3-3) НУШ ЇЙ 
足 比 较 定 理 条 件 3), R. 
r(Ë,to,ro) = aro REN, (6.3-10) 


G B= ln TT, ЕБТ, 则 由 (6.3-10) 知 当 
20 £ 


r(k,ko,ro) < r e Aik kO REN, 
V xo € D(x) uo = Vito, хо) ro = max V, (tos xo) Zc; 


则 0<ro<r” 
O< V(to,xo) = wo <1 (19) 


4&M=(Leb/ minci] 21 故 比较 定理 推 得 
| x(k ,koxo) | < VCR, x(k ‚Ёо, x0)) | < || I(r(Ëk,ko,ro)) | 


< У) стое) У) с У) У, (охо) /cie hE 
i=1 j=1 i=l 


<M || xole ht ko) M 为 某 正 常数 。 
即 (6.3-1) 的 平凡 解 在 D"(x) 内 指数 稳定 。 

Ж 若 g(4,w)=AW (А 为 m xm IENE RUER), WE 
理 6.3.3 的 条 件 2) ,成 立 的 充 要 条 件 是 :A ЮРЕ о(А)<1 А 
AR r* = +оо, 

如 果 在 系统 (6.3-2) 中 取 glk, w)= AW + e(w) ЖФА = 
(aj) mxn АВА ERGERE, g = col (215777) Bm), w = col( wi,*…， 
win) +i = Yb (Hut ), 6,20, a 20 是 常数 (i=1,2,…， 
m, j=1,2 =p, s=1,2,…,m)。 

利用 定理 6.3.3 可 得 推论 6.3.1。 

推论 6.3.1 若 (6.3-1) 式 满足 条 件 : 
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1) 存在 函数 V(k,x)C C[N, XR", К" ],1Е 721 使 得 
|x | <i У(Ё,х) | <! x | 

Vik +1,x(k +1))< АУ(Е,х(Е)) + g(V(b ,x(Ë))) 
2) 存在 一 组 正 数 u1, ,pw ,使 得 


ч Р т G) 
Хаз + Dy by (lt )<p GG =1,2,--,m) 
j=l gat s= 
则 有 结论 : 
1) 当 Хар = 1 i= 1,2,+е,т j = 1,2,°",p 
则 (6.3-1) 式 的 平 几 解 全 局 指数 稳定 。 
282721 1 = 1,2, e,m j = 1,2,+е,р 


则 (6.3-1) 式 的 平凡 解 在 D”"(x) 内 指数 稳定 。 
р(х) = [x € Е" | V;(k,x) < mpd € Му, = 1,2, ті 


$4 Bt Bl аа ERE! 


Ляпунов 2 #09: , LaSalle 不 变 原理 、 比较 原理 虽然 是 研究 离 
散 系统 稳定 性 的 一 般 方法 ,但 构造 V 函数 ,技巧 性 强 , 无 一 般 规律 
HEE 

本 节 根 据 系统 本 身 的 参数 ,给 出 一 系列 简便 实用 的 代数 判 据 ， 
且 给 出 吸收 区 域 . 豪 减速 度 估计 、 离 散 动 力 系 统 的 浙 近 稳定 性 、 豪 
减速 度 .吸收 区 域 与 数值 分 析 中 的 Jacobi 迭代 的 收敛 性 、 收 敛 速 
度 、 收 化 区 域 类 似 , 从 而 这 些 结果 可 用 于 数值 分 析 。 

先 考虑 定常 线性 离散 系统 
x(k+1)= Ax(k) 二 1,2,… ,EN( 自 然 数 ) (6.4-1) 
X=co(x1, g, )€ К” А = (05)„х„ Ж BUERE. 

以 o(4) 表 示 A 的 谱 半 径 , 即 A 的 特征 值 的 模 的 最 大 值 。 

显然 x=0 是 (6.4-1) 式 的 零 解 。 

定理 6.4.1 若 po(A)=1, 则 (6.4-1) 的 零 解 稳定 的 充 要 条 件 
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是 A 的 模 为 1 的 特征 值 只 对 应 于 A 的 简单 的 初等 因子 。 

证 :充分 性 。 | 

Ж ST'AS=J = diag(Ji (21), J2(à2), 3J- (A,)), J ЖА 的 
Jordan 标 准 型 ,不 妨 设 Ji (Ау) = A1, Jo (Az) = Aas Ja (Ap) = 
А» 1А; =1,1<5 委 ro<r, 而 当 roir, E 


4 1 0 - 0 
. 0 À; 1 .. 0 
Ji(A;) = .. n. А lA; < 1 
0 0 … À; daxa. 
易 证 а 

ЛА) = 

m m- -1 n- т(т-— 1): (m — n, +2) m-nt 

А" тА" 1 mlm Uy 2 ... (n= DiI Amon, 1 

0 ar : 

. А mann} 

0 0 eee wee А" | 
(m> n, = 1) (6.4-2) 
故 

X(t, +1) =A"*! x (tg) = SJ=*1S-lx(0) 
agti 0, 0, ... Ке 0 
0 э. : 
L amt 
Yo -i 
=S . S 'x(0) 
JPA An +1) : 
0 tee .... | Tmt) 


(6.4-3) 
显然 | Pt, IG =1,2,…,r) 均 有 界 , 故 存在 正 数 М, 
IJA <Мм 对 一 切 自然 数 成 立 。 
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Ve >0, 令 5= 


m 


— E _ ` + 
Isis” pas! x(to) <6 时 ,对 一 切 
{хш | SH STW ott xc) || 


< 4 < 15! 5 | ч l. <e (6.4-4) 


故 (6.4-1) 式 的 零 解 稳定 。 
必要 性 。 用 反 证 法 , 设 |41|=1,A 对 应 于 41 不 具有 简单 初等 
因子 , 即 


à 1 0 - 0 

0 A : 
Ji) = ， . 

0 0 ` Ay nxn, 


从 而 由 (6.4-2) 式 有 


т(т - 1): (m — mi +2) 


m m-l... т—т,+1 
Aq тА" Ст. 21)! P Vi it 
1041) = | 9 Ат : 
0 0 ·- I az 
(6.4-5) 


SEAR |" | SIRO, | Sm o SATS (6.1-12 RP А 
稳定 矛盾 。 

上 面 的 证 明 也 可 看 出 ,(6.4-1) 式 的 零 解 指 数 稳 定 的 充 要 条 件 
为 op(A)<1, 但 此 条 件 一 般 验 证 困难 ,人 们 在 不 断 寻 找 p(A)<1 
的 充分 条 件 。 

下 面 给 出 p(A)<1, 从 而 (6.1-1) 式 平凡 解 指 数 稳定 的 充分 
条 件 , 它 凡 平 可 包含 目前 所 见 到 的 许多 充分 条 件 , 且 可 推出 一 系列 
新 的 充分 条 件 。 


令 TAL (1а; 1), |x 1 ŽO xr lyes | x, 1)T 
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|А ll. 8 max D 1 ay | | A A li © max D) lag | , 


<< озушу п 


[А lle = Уа 


Е 为 单位 矩阵 ， ,o(1A) 表 |A| 的 谱 半 径 。 
定理 6.4.2 FERE -IAIA MER, WA о(А)<1, 
从 而 (6.4-1) 的 零 解 指数 稳定 ,衰减 速度 有 估计 式 
x(a) IS<(I-I AI 11A I xlt) —x(t)! 
(6.4-6) 
证 : 先 证 — p(A) Se (| Al) (6.4-7) 


“A | -— JA] _ 
Ve>0,.% Ста у Vl AD te 


BR pe(IGI)<1, AIG I<IGI*, H o(|G|)<1 可知 
fim |G|*=0 

从 而 limG* =0 故 p(G)<1 

从 而 p(A)<p(lAl) te 
Hee 的 任意 性 有 P(A)<e(|Al) 

其 次 证 0о(1А1)<1,8(Е-1А1) 9 МЖ, M 和 矩阵 
的 等 价 性 知 (E 一 14 |) 的 主 对 角 线 上 元 索 全 为 正 , НОЕ - А1)! 
宇 0, 令 (1A1) 为 |A1 的 任意 特征 值 ,x 去 0 为 对 应 的 特征 问 量 , 故 
有 

IACI AID IIx IXIA 1х1 (6.4-8) 
从 而 有 
(E-IAl) 1х 1< (1-1 АСА 1) 0) Ix i (6.4-9) 


Ix < (Е-1А 1) 1-1АСА 1) Dixi 
<(1-IAGIAl)I(E- IA)! l| x | 
(6.4-10) 
x40 B(E-|A|) 71220, ACAI <1, BF ACAI) 
141 的 任意 特征 值 , 故 有 
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о1А 1) <1 (6.4-11) 
综合 (6.4-6) 与 (6.4-11) 式 有 р(А)<о(1А1)<1 
衰减 速度 估计 : 

Al (11А 1) = SA iso 


故 ЎЈТА1" < (1-1А |)! Yk 之 1 


| x(2) — x(1) |= | Ax(1) ~ Ax(0) IX) A 11 x(1) — x(0) | 
{х(#)- x(Ë - 1) ISI A lI x(ë -1)— x(k -2) | 
< SIA Ifi x1) - x(0) | 


(Еа т) в) TCD (ë +; 1) 1 


> IAlil1x(k)- x(k — 1) 1 


<(1-1А ЮТА 11 х(А) – x(k -1) 1 
< (I-I Al) | А IŽ | (1) — (0) | 
kym > 0 | 
因 „о(|А!|)<1, i x(k)} A Cauchy 序列 ,在 上 式 中 令 mo, 
便 有 
| x(k) -0 <(I-1 Al 141A I x(1)—- x(0) 1 
即 (6.4-6) 式 成 立 。 
定理 6.4.2 的 条 件 虽 然 是 构造 性 的 ,但 当 n 充分 大 时 ,计算 
量 仍 很 大 ,如 何 简便 地 估计 о (A), 也 是 计算 数学 中 有 趣 的 问题 ， 
下 面 恒 设 :1 一 |ai| >0(i=1,2,…,7), 推 广 对 角 占 优 条 件 ,得 到 
一 系列 保证 定理 6.4.2 成 立 的 充分 条 件 。 
推论 6.4.1 车 1 一 Ja|>0(i=1,2,…,n), 则 下 列 条 件 之 
一 , 均 是 定理 6.4.2 条 件 成 立 的 充分 条 件 。 
ото + Ut fa 1 (a #0 


j= mal ад | 


A 
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特别 地 Dol<1l i=1,2,,n, 
j=1 
1-1 ы 
2) 1-19 1- Ў) layl Fh, >0 1 =2,3,--,n 
j=l 
Ay & tay | 
(D 9 | ay | pe l!ael (0 Soh 
FUP а Зет ат 1 lao 1 T PTT a | 


gal? Dal <1 L=n,n-1,-,2 


+ 
3) зана Iso j =1,2,*-,n 


i 

考虑 非 线性 自治 离散 动力 系统 的 稳定 性 、 吸 收 区 域 、. 误 减速 
度 。 
设 x(k +1) = F(x(k)),F(0) = 0 (6.4-12) 

x € R",F € C[R",R*] 

定理 6.4.3 ” 设 (6.4-12) 式 右 端 在 万 : 上 xz 站 < 五 内 [在 整个 
R" AWE: 

1) 存在 nx n EREA (0,3) xf V x ,yG€ D[ € R° JA 

| F(x)~ Fly) |IXSAIlx-yl 

2) o(4)<1 
则 当 о(А)< 1, Н | A | <1,(6.4-12) 式 的 零 解 指数 稳定 
[全 局 指数 稳定 ]。 

设 A=SIS E, || J” 中 二 , 则 吸收 区 域 有 估计 式 


GE ix: 1 | xl 


衰减 速度 有 佑 计 式 
| x(k) I< (1 = A) 1A! | x(1) _ x(0) | 
34 p(A)=1, Beth A 的 模 为 1 的 特征 值 只 有 简单 初等 因 
子 , 则 (6.4-12) 式 的 零 解 稳定 。 
证 ;， 设 p(A)<1,A= SS 1!, 故 对 一 切 自然 数 n, 存 在 常数 


H 
©1551 
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k>0,f8 | J” || <ko 
|x(m +1)|<A|x(m)|<A?| x(mt [<< A™*!| x0) | 
= 5"*1571|х(0)! 


Ve>0,0<e<H, Ж д = 


< 有 
ЕСЕ [<< ist sett |S? H ОЕ 


< ISi П lsi 


故 (6,4-12) 式 的 零 解 稳定 。 
H o(A)<1, 故 有 
0< lim | x(m +1) I< lim 97" 15 i x(0) = 0 
B EOS sr 0) ‚К (6.4-12) 0 ИВЕ, 
吸收 区 域 估计 
lx(m+ DNS |5 jej l s- I 10) || 
< SISIN SH [5% = H 
故 x(z,) 对 一 切 自然 称 2, , 仍 在 基本 区 域 D: | = | <H 内 , 当 


li x(0) | < 


Е № 
Ts бре CI 00) 1 


—— E —.„ 
151157. 1А 


Н 
1511571 K 
lim | x(m + 1) |< S №757 1 x(0)1= 0 
从 而 吸收 区 域 为 
def . — H _ 


关于 衰减 速度 估计 可 仿 定 理 6.4.2 进行 。 

当 o(A)=1, 且 对 应 A 的 模 为 1 的 特征 值 只 有 简单 初等 因 
子 , 则 (6.4-12) 式 平凡 解 稳定 的 证 明 可 仿 定 理 6.4.1 进行 , 略 。 

在 (6.4-6) 或 (6.4-12) 中 , 当 n 充分 大 , 称 为 离散 大 系统 ,此 
时 ,计算 o(A) 便 很 困难 , 故 可 考虑 用 分 块 矩 阵 的 度量 性 质 对 大 系 
统 进行 分 块 降 维 处 理 , 例 如 在 (6.4-12) 式 中 , 令 


x; = col(x}? eE), | x; {= olf, | xn I) 
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i = 1,2,5, 
Е = соі, 0) 
xı F, An " Ai, 
| F=|:| д |а А» 
x, F,  , 
An, : A, 
х 11 =col( 1х, dl, Ix, |) 表示 | x | 的 范 数 。 


定理 6.4.4 设 (6.4-12) 式 在 D:| xl< 互 内 [在 R。] 满 
Е: 
1) 存在 nX n AEROBIE A (ай Vx,y€ED[ER"]- 
| F(x) - Fly) |IXAIlx-yl 

2) Ау;<9(,) = lr) 
WS o (Q (q; ILE | Q | <1), (6.4-12) RSE 
定 [全 局 指数 稳定 ]。 
WQ=SJS, | I || <M(J XQ HJ Jordan 标准 型 ), 则 有 
吸收 区 域 
Dy а rl |x l < 
衰减 速度 估计 
Il x(k) | <(I- Q) Ql x(1) — х(0) I| (6.4-13) 
34 o(Q(q;))=1 Н. Q 的 模 为 1 的 特征 值 只 对 应 简单 初等 因 
子 , 则 (6.4-13) 式 零 解 稳定 。 
W: É po(Q)<1, 则 有 
lx(k+1)|<A|x(k)|<A?/ x(k - 1) |<< A* | x (0) | 
| x(k +1) Il <Q |] x(0) | = sj !] x (0) || 


Ts) s imt“! 1 


— H _ 
15115 1м 


үє<0,0<е=<Н,Ж є = 


<e 时 ,有 . 
1 х(2+ 1) 1 < ISITE! H xo) | 


` 260 


СЕРИИ 


故 (6.4-13) 式 的 零 解 稳定 。 
lim | x(n +1) |l <lim Si Wot 1 sot tt | x(0)1 =o 


且 是 指数 型 衰减 的 , 故 (6.4-13) 式 平凡 解 指数 稳定 。 
吸收 区 域 
| х(т +1)]| < isl det st lx(01 


< 15115711 eidls 1м): =н 
Bx (t+) VERA ER | > | SH A, HXJ—UJ m ,x(m)—0, 
H 
ORME hee ST ST STM 
ЗОНТ ЕН 6.4.2 证 得 。 


lx(kt+m)-alk) 1 < «а жу Dl 


j=l 


g 
——P < 
151151 м 


т 


< 2! Q | | x(&)- x(k - 1) | 


<u- HQ | Ql x(k) - x(k -1) 1 
<(1-|О 1] 101) ~ x(0) || kım > 0 
令 тооң 
| x(k) || < (I - Q) !Q* | x(1) - x(0) || 
4 p(Q)=1, 模 为 1 的 特征 值 只 对 应 简单 的 初等 因子 。 
设 Q= S1S-1, 故 对 一 切 “存在 Mi >0,{й || J" | <M. 


Ve>0, 令 = Topp Say, 则 当 | z0 l<, 
有 
x(m+1) < SI lr" |3571} 1500) | 
< Lsi Priis, 
Isi TSTM, 


故 (6.4-13) 式 的 零 解 稳定 。 
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例 考虑 自治 系统 


x(n). 220") 


x(n +1)=sin > 1 Z f,(zi(n),zə2(n)) 


x(n +1) = аа (п) + оозго (я) -LE Alala), zo (n)) 


(6.4-14) 
显然 Л\0,0) = f2(0,0) = 0 
Isin zın) + cos жил) — sin эб _ cos 22h) | 


<$ laln) yn) 1+ + | a(n) - yə(n) | 
| Талу (п) + L ooszrs(n) 一 L iny (я) _ 工 cosy (7 | 
3 2 3 2 


< i a(n) ~ yila) I+ | aln) = yaln) | 


1 1 
_|2 3 _ 2564 _ 13 
A= 1 | ТАП = ТАЙ, =2<1 ЇАЙк=]<! 
3 2 
故 o(4)<1 


故 (6.4-14) 式 零 解 全 局 指数 稳定 。 


85 SEI Schur 稳定 的 几何 充 要 条 件 


从 上 面 各 节 可 以 看 出 ,在 离散 动力 系统 中 ,判定 矩阵 A 的 谱 
半径 p(A)<1 极为 重要 ,车 o(A)<1, 则 称 A(a;),xs 是 Schur 稳 
定 的 。 

通常 是 对 A 的 特征 多 项 式 

Fle) = del A- 2E) = 2 tal +t a, 


(6.5-1) 
进行 双 线 性 变换 
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z = 1011 (6.5-2) 
化 (6.5-1) 式 为 
F,(w) = w” + bw + + b, (6.5-3) 


熟知 变换 (6.5-2) 式 把 z 复 平 面 上 的 单位 圆 内 映射 成 凤 复 平 
面 的 左 半 平 面 ,因而 把 验证 у, (=) BJ Schur 稳定 性 变 为 验证 
F,(w) 8) Hurwitz 稳定 (Вр 已 (w) 仅 有 负 实 部 零点 ), 而 判定 
F,,(w) 4) Hurwitz 稳定 性 有 Hurwitz 代数 充 要 条 件 及 Михойлов, 
Niquist 几何 充 要 条 件 , 然 而 将 (6.5-1) 式 代为 (6.5-3) 式 本 身 就 相 
当 复 杂 , 传 统 的 几何 充 要 条 件 要 验证 多 项 式 (6.5-3) 式 的 自 变量 
w № — оў] + co 变化 引起 FF,(w) 的 幅 角 变换 情况 ,证 明 很 繁 , 验 
证 不 便 。 

这 里 介绍 直接 根据 (6.5-1) 式 判定 户 (z) 的 Schur 稳定 的 十 
分 简洁 的 几何 充 要 条 件 。 

先 在 复 平面 上 作 单 位 半圆 A(1,0), B(0,i),C( 一 1.0),( 图 


6-1) LAS = AAref, (2) f(z) 当 z 沿 ABC 从 A BAB 点 到 C 


点 时 幅 角 的 增 量 ( 见 图 6-1) , 则 有 如 下 定理 。 
定理 6.5.1 设 f(z) 在 单位 圆 上 没有 零点 , 则 
Ф = AArgf,(z) = kr 
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SARS а= n, f(z) 的 有 零点 在 单位 圆 上 z || <1 内 ,从 而 A 为 
Schur Е 0; ЧАЛХ Ч 0<А <n, fa OE n-k RAEM 
||| <1 FF. 
证 : 设 f(z) 有 2 个 复 零点 z;,z;(j =1,2,…,p),g FEF 
Mr (k=1,2,-- q), SPEAKER , 则 
2p +q = п 
将 户 (z) 分 解 为 线性 因子 乘积 , 即 


G) = Ще 5) e-a) П) 
因此 
Ф = AArzf,(z) = Š) A[Arg (z - z;)] 


j=1 ABC 


+ У) 和 [Arg(z - 2)] 


j=1 ABC 


+ У) A[Arg (z — г] 


其 中 Argz = агре +2mr (m 二 1,2,…) 为 多 值 连续 函数 

argz +2mz, (-r<argz 委 r) 的 分 枝 。 为 确定 计 , 当 > 
=1, 上 式 各 项 的 幅 角 都 取 它 们 的 主 值 。 

Ber, 为 f(z) 的 任意 实 零点 , 且 |rs |<1,Ш 6-2 所 示 , 无 
Ж; 7 为 正 为 负 , 恒 有 会 Arg(z — r, ) =п-0= x. 


С —1,0) rs 


6-2 
设 250, zo ДАММ ЕРУ ИЧЕ RMS, SAAF z — z; o 


264 


z — zj ЖАВС Я 的 增 量 ,如 图 6-3 所 示 , 利 用 对 称 性 及 三 角形 
ЛА: С, 5AA zjC 全 等 ,可 证 : 
会 Arg(z – zo) + 会 Arg(z — г) = 2л - 0+0 = 2п 

АВС 


图 6-3 


Ж r, fy (2) MS ERLE, BENAF A — r, ) 


滑 4BC 幅 角 的 变化 ,如 图 6-4 BUR, Ж r, >1 aR r, < -1 都 有 
-会 Arg(z =r) =0 

BW 21,210 fal z) 在 单位 圆 外 的 任意 两 共 辆 零点 ,考查 因 于 
(z 一 z1)、(z 一 z1) 沿 ABC 的 幅 角 的 变化 ,如 图 6-5(a)、(5) 所 示 ， 
All FAT ERE BRA Деус ОЛА z c 可 证 : 

AArg(z — 21) + AArg(z — 21) = —0+9=0 

由 于 这 些 零点 的 任意 性 , 故 有 结论 

会 Arg(z— 2;) + ane-a) kaa 

“ABC ” жс | 0 |z] >1 
т | zs |< 1 


МЕЕ в) - а 1>1 
从 而 定理 6.5.1 的 结论 成 立 。 
有 了 时, 不仅 希望 得 到 A 的 Schur 稳定 性 ,还 希望 进一步 知道 


其 稳定 度 , 即 不 满足 仅 知道 o(4)< 1, 还 希望 有 更 精确 的 估计 
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图 6-4 


0(4)<А<1, 

为 此 ,在 (6.5-1) 式 作 变换 = = АЕ, 则 (6.5-1) 式 变 为 

g (8) = А" + a AME l L... ta, 

K ”f(z) 的 零点 在 圆 | = | <А 内 , 当 且 仅 当 g, (6)8 ТЕ A 
位 圆 内 ,因而 有 定理 6.5.2。 

定理 6.5.2 ik f,(z=)#EDBI | 21 =a 上 没有 零点 , 则 £. (=) 
WERE || z | <) <1 内 , 当 且 仅 当 

Ф Š ДАр g,(€) = пт 


证 :可 仿 定 理 6.5.1 证 之 ,路 。 
下 面 看 两 个 实例 。 
例 1 已 知 一 离散 线性 控制 系统 ,其 闭环 特征 方程 为 
falz) = 24 – 1.3682? + 0.427 + 0.082 +0.002=0 
试 判定 falz) hI Schur 稳定 性 。 
ШЕ: fale”) = е4 — 1.368e'3? + 0.4e!29 + 0.08e + 0.002 
= 00840 — 1.368cos30 + 0.4cos20 + 0.08cos0 
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(b) 
图 6-5 | 
+-0.002 + : (51040 — 1.368sin30 + 0.4sin26 
-+ 0.08sin0) £u(9) + iv(0) 
列表 如 下 ( 查 三 角 函 数 表 ): 
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在 uv 平面 上 fs(e”) 的 轨迹 示意 如 图 6-6 所 示 。 


Ё 6-6 
Ф Avg fa(z)=4x 故 f4(z) Schur 稳定 。 


例 2 设 某 离散 线性 控制 系统 ,闭环 特征 方程 为 
falz) = z*— 0.123 — 0.0322 — 0.009z — 0.0108 


WE 。 f(z) 的 零点 全 在 上 = | < 广内 。 
证 : 令 g£) = (0.5)4& 一 0.1X (0.5783 
— 0.03 x (0.5)222 — 0.009 x 0.58 – 0.0108 
= 0.062564 — 0.012543 — 0.007522 
— 0.00452 ~ 0.0108g4(e*) 
g4( 0) = 0.0625cos40 – 0.0125cos30 ~ 0.0075c0s26 
— 0.0045cos0 — 0.0108 + i(0.0625sin40 
— 0.0125sin30 — 0.0075sin20 — 0.0045ѕ1п0) 
= й(0) + (0) | 
在 (x,v) 平 面 上 参数 曲线 g4(e”) 如 图 6-7 所 示 。 
Ф EAArg ga(£)=4n 
ABC 


故 f(x) 的 零点 在 上 z | <A 
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aw 
op Se == 
-0.08 -0.06 - 0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 


图 6-7 


§6 离散 型 JIyppe 控制 系统 绝对 稳定 性 "3 


众所周知 ,用 常 微分 方程 描述 的 Лурье 控制 系统 绝对 稳定 性 
的 研究 ,已 有 40 余年 的 历史 ,用 微分 差分 方程 .证 函 微分 方程 描述 
的 Лурье 控制 系统 的 绝对 稳定 性 ,也 有 不 少 研究 ,得 到 了 绝对 稳 
定 的 充分 条 件 ,但 对 于 离散 型 Лурье 控制 系统 的 研究 很 少 。 
本 节 考 虑 下 列 离散 型 Лурье 控制 系统 
x(k +1) = Ax(k) + hf(o(k)) 
| = clx(k) = Уу ca (a) 
的 绝对 稳定 性 。 
这 里 y=col(zi za). A = (ау) „ха В = с, hyde 
SPB hr B EE RM In] Ë | 
AF Ëf): (70) =0, of (6) 20,090, (0) ЄС(- ә, 
+оо)) | 


(6.6-1) 


F* Ži f(c):(¢(0) = оо), оо) 
с+0, (с) Є C( — eo, + о) | 
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HP kik 为 非 负 常 数 ,N= {1,2,…|}。 
我 们 先 将 (6.6-1) 式 通过 满 秩 线性 变换 变 为 变量 分 离 的 非 线 
性 系统 ,引进 部 分 变 元 绝对 稳定 的 概念 ,得 到 (6.6-1) 式 绝对 稳定 
的 充 要 条 件 ,进而 得 到 一 些 绝对 稳定 的 简便 充分 条 件 。 
为 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 c, 70,8 
1 0 ... 0 
0 1 0 
q# : ~ (6.6-2) 
Cts C297" 2-1 Сд 
对 (6.6-1) 式 作 非 奇异 线性 变换 
£ = Ох 
这 里 ë = olf, En) х = col(z1,°,z,) (6.6-3) 
则 (6.6-1) 式 变 为 
(6+1) = QAQ IE(k) + Qhf (6 (В) Z Ag(k)+ hf(g,(E)) 
(6.6-4) 
XE À = (ay) nxn h=Qh 


ay = (a; =) (i,j = 1,2,…,n — 1) 


Qin = a (1 = 1,2,…,n — 1) 


п 


л п 

~ > > Ain . _ 

ay = Cia; T Ci с (3 一 1,2,.…,n 一 1) 
i=l i=1 n 


п 


"Ж = > cm /en h; = А; (i = 1,2,…,n 一 1) h, = > chi 
i=] ` 


Ыы! 


定义 6.6.1 若 Yf(c)EF[Yf(o)E€F*],(6.6-1) 式 的 零 
解 全 局 稳定 , 则 称 (6.6-1) 式 的 零 解 相对 于 FLF* j] 绝 对 稳定 。 

定义 6.6.2 若 f(o)EF[Yf(o)EF*],(6.6-4) 式 的 零 解 
关于 部 分 变 元 £5,…,&(1<j 二 nn) 全 局 稳定 , 则 称 (6.6-4) 式 的 零 
解 相对 于 ЕГЕ" ] 关 于 部 分 变 元 & ,… 人 (1<j 委 2) 为 绝对 稳定 。 
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显然 ,(6.6-1) 式 与 (6.6-4) 式 的 绝对 稳定 性 等 价 , 而 (6.6-4) 
式 中 的 每 个 & 是 独立 的 ,变量 是 分 离 的 。 

定理 6.6.1 (6.6-4) 式 的 零 解 相对 于 РГЕ" ] 绝 对 稳定 的 充 
要 条 件 是 :1) 矩 阵 B (by) „ЮРЕ o(B)<1[B* (63 ax, 
谱 半 径 o(B* )<1];2) (6.6-4) 式 的 零 解 相对 于 F| F* ] 关 于 部 分 
变 元 ё„ 绝对 稳定 。 
| ау 1<і<п 2<j<n-1 
这 里 TEBES 1i<n j=n 0=0 或 1 
. Joj IKin 1<;j<x-1 
b; -1 +b Ii<n j=n kElki, ka] 
证 :仅仅 证 明 相 对 于 F 的 绝对 稳定 的 充 要 条 件 ,至 于 相对 于 
”FF* 绝 对 稳定 的 充 要 条 件 的 证 明 方 法 是 类 似 的 。 

必要 性 ;因为 (6.6-4) 式 的 零 解 相对 于 下 绝对 稳定 ,特别 地 相 
对 于 下 关于 部 分 变 元 &, 绝对 稳定 , 令 AEn) = 三 , 则 (6.6-4) 式 变 
为 

E(k +1) = Вё(®) (6.6-5) 

因 (6.6-4) 式 的 零 解 相对 于 下 绝对 稳定 , 故 p(B) <1, 必要 性 获 

充分 性 :Y flo) EF 由 常数 交易 法 公式 知 (6.6-4) 的 任意 非 
零 解 

E(k +1) 衬 E(R +1,ko, £o) 
满足 
Elk +1) = B> Elki) + 


Уве Ауе, G) — thé, (i) ] (6.6-6) 


i=ko 


Ye >0, 因 为 Br*! 有 界 , 故 可 设 
|| Bét! || < M = const 


取 die) = gage ll 2060) | <à, BA 
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| ве) | < Mè < + | (6.6-7) 


FW &,(k)>0(k>), H /(&,(#))->0(#-—>оо),Д КРЕ Ry > 
&0 ,使 得 


-l S вее, CD) — one, (G)] I < є/3 (6.6-8) 


i=k +1 


因 (6.6-4) 式 的 平凡 解 关 于 & 绝对 稳定 ,又 易 证 非 平凡 解 连续 依 
iF HA E(k), A FCE NER AAE 62(e), 当 上 | Co) || < 
2,8 


| > BUREE CGD) — HE, (4) ] || < £ ⁄3 


He S= minl CE), e) ево) <8 (6.6-9) 
从 (6.6-8)、(6.6-9)、(6.6-10) 式 ,有 | 


| Ek +1) 1 < I Bete ey) | + > | БЁ-Ж/(&„(:)) 


= š, G) + Da ВТА, GD ~ ACG) < е 


从 而 (6.6-4) 式 的 零 解 相对 于 下 稳定 。 
У (2) = 5 ЄР", BA f(& (k))>0(k— co), MATE Mi = 
const >0 ,使 得 
ll AF(CE,(R)) – hE, (А) | <M. 
由 于 p(B)<1, 知 存在 М» = const>0, 使 得 


k 


> | Bei | < M2 
i=[k⁄2] 
从 而 有 
- [222] | 
0 < lim || €(&) I| < lim | BN + lim 2; В | 
= = С :=0 
ITAA GD) = бе, (2021 


pim У BEY ITAfCG8,GD)- BEG) 


k=; = [£ ⁄2]+1 
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k⁄2 
= 0+ Mı lim >) || Bi: | 
i=k, 


+ Mp lim max ПРАСЕ, CG) — ME, (4) | = 0 
故 (6.6-4) 式 的 零 解 是 相对 于 F 绝对 稳定 。 
定理 6.6.2 (6.6-4) 式 的 零 解 相对 于 ЕГЕ" ] 绝 对 稳定 的 充 
要 条 件 是 : | 
1) 存在 一 个 常 向 量 y= colly, т), Bi Chin x ) ЗЕ 
径 p(B1)<1, 这 里 
a; 1<i<x 1<j<n-l1 
sa 1<:& л jun 
2) (6.6-4) 式 的 零 解 相对 于 F[F* ] 关 于 2, 绝对 稳定 。 
证 : 仅 证 相对 于 F" 绝对 稳定 的 充 要 条 件 , 因 为 相对 于 下 的 绝 
对 稳定 性 的 证 明 是 类 似 的 。 
必要 性 ;1) 7 的 存在 性 是 显然 的 ,例如 : 取 N: = kh;:(i= 1,2, 
on), RE[ Ry, 2,1), BREM 6.6.1 的 条 件 1) 成 立 。 
3)(6.6-4) 式 的 平凡 解 相对 于 F* 绝 对 稳定 显然 蕴涵 关于 е, 
相对 于 下 * 绝 对 稳定 。 
充分 性 :Y f(o)EF* ,改写 (6.6-4) 式 为 
&(k+1)=B,e(k)+[R/(6,(E)) 
—diag( 915°" s Mn col En (2) 5°77 E Ck) )] 


k 
ECk + 1) = Bi'le(ko) + 2; BY TASC C)) 


—diag( 41s, q col Ey (k), En (R)) | 
仿 定理 6.6.1 可 证 明定 理 6.6.2。 

Ж 定理 6.6.1 条 件 1) 是 验证 一 个 特定 年 阵 B 是 否 p(B)< 
1,24 p(B) 宇 1, 则 (6.6-4) 式 的 零 解 不 是 绝对 稳定 的 ;定理 6.6.2 
是 验证 一 个 选择 和 矩阵 В, 是 否 p(B1)<1, 但 当 p(Bi) 之 1, 一 般 不 
能 断定 (6.6-4) 式 的 零 解 非 绝对 稳定 ,除非 7 = ch a 40 为 纯 量 ， 
希望 适当 选取 7 ,使 验证 p( Bi)<1 ШЕЙ p(B)<1 容易 。 
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EH 6.6.3 (6.6-4) 式 的 零 解 相对 于 F[ F* ] 绝 对 稳定 的 充 
要 条 件 是 : 

1) (6.6-4) 式 的 零 解 相对 于 [F* |Ж &„(1< у<»л) 
定 ; 

2) 定理 6.6.1 的 条 件 1) 或 定理 6.6.2 的 条 件 1) 满 足 。 

证 :因为 当 条 件 2) 成 立时 , (6.6-4) 式 的 零 解 相对 于 F[F*] 
绝对 稳定 ,蕴涵 零 解 相对 于 Е[Е* ] 关 于 &0,…, 6, 绝对 稳定 , 特 
别 地 蕴涵 零 解 相对 于 Е[Е* ] 关 于 е, 绝对 稳定 ;而 由 定理 6.6.1、 
6.6.2 知 相对 于 F[F*] 关 于 &, 的 绝对 稳定 性 蕴涵 关于 全 体 变 元 
&,- g ,特别 是 部 分 变 元 5,… E, 相应 的 绝对 稳定 性 。 

. 从 上 可 看 出 :绝对 稳定 性 的 问题 焦点 转化 为 关于 部 分 变 元 , 特 

别 是 一 个 变 元 的 绝对 稳定 性 ,下 面 给 出 若干 简便 判 据 , 令 
| f(€,) = 6, #0 

E, 0 6=0 
则 (6.6-4) 式 可 以 改写 为 


E(k +1) = Уа) + абе, (0006,00) 


(6.6-10) 


= Аа (в) + (Ç, + hig (E(k) E(B), 
j=l 
(6.6-11) 
定理 6.6.4 Vf(o)ECFLV f(o)EF:*], 若 存在 常数 с >0 
(i 二 1,2,…,n), 使 得 
D>) | ay («а 


i=1 * 7 


max 
1<;j<n—-1 


1=1 “n 


则 (6.6-4) 式 的 零 解 相对 于 F[F* IRF £, 绝对 稳定 。 
证 : 作 Ляпунов 函数 


ү(ё) = SiG, | & | (6.6-13) 
i=1 
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则 


Ү(2(2 +1))— V(E(R)) = W E(k) 


i=1 j=1 


+ hef(&(k)) 1] - > | E(k) | 
= Sail рб аъ, (Ë) 

+ hif(é,(k)) 1] - Di E(k) | 
<> lay 11 6 (k) 1+ Уа, | 


+hf(&(k)) 1 Ус: | &(#&)1 7 

i=1 
п-1 n = _ _ п _ _ 
SEY Slay lel It 2) I ain 
j=l i=l Cy i=l Cn 


+ higi(&(k)) | c, | ECR) l- > | &(k) | 


- SIS а ү? -1l l(k) | 
+ DE | ain + hg,(6,(k)) 1-1], | &„(®) | 
< (и -1)с„ | E(k) 1 # – дс, | Ë, (k) 1 
А (6.6-14) 
由 于 (6.6-14) 式 对 于 任意 一 自然 数 & 成 立 , 从 而 有 递 推 关系 式 
c. |&.(k+1)|<V(kE+1)< V(k)< VER -1)<---< V(ko) 
` (6.6-15) 
从 (6.6-15) 式 可 看 出 (6.6-4) 式 的 零 解 相对 于 FLF* ] 关 于 F fa 
定 。 ` 
从 (6.6-15) 式 ,有 
cE (RTI ISV(R+ I< У(#)— 8, |ë, Ck) 
<V(k-1)— д.18, (6) 1 Oren 1,08 - 1) 
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Se SV (ko) = дс, lE Ck)! 
~ бс„|&(ЕЁ—1)0—-—&„&(Ь)! (6.6-16) 
下 而 证 €,=0 相对 于 ЕГЕ“ ] 是 全 局 吸引 的 。 即 
lim £, (k+1)=0 对 于 V Elko) Є R” 都 成 立 。 
反 证 :车 不 然 ， 则 习 e>>0, 习 序列 1&1 ,使 | E, Ck | 之 e,i=1， 
2, ,ny 设 ko<ki<…<k<kt+l ов 16) 式 有 
O<c, 1 & (Ë + 1) I< Vko) — дс, 1, (А) | 
= Ben | 5,06) 1-5 — дс, | Cki) IS VC Ro) 
— &,£ >- (i> оо, М А = оо) (6.6-17) 
(6.6-17) 式 显然 是 一 个 矛盾 不 等 式 , 故 lim6,(&+1)=0。 
从 而 (6.6-4) 式 的 零 解 相对 于 FUF ] 关 于 是 绝对 稳定 的 。 
特别 地 取 c,=1(i=1,2,…,n), 便 有 推论 6.6.1。 
推论 6.6.1 ZV (с) СЕУ f(o)€ F*],# 
dm [X 1%1|<1 СЕ 
(6.6-18) 
则 (6.6-4) 式 的 零 解 相 对 于 F[ F* ] 关 于 2, 绝对 稳定 。 
仿 定理 6.6.4 可 证 , 略 。 
定理 6.6.5 若 Y f(o)EF[Yf(o)EF*], 存 在 常数 c;>0 
(i=1,2,- n), fe 


mex we | аў |<1 
тах. s [UE ay ina 
> lain thgl&) IS o <1 (6.6-19) 
则 (6.6- Hse AT Е[Е* JRF 501,776, Е, 
取 c;=1(c;=1,2,…,n) 便 有 推论 6. 6. 2. 


推论 6.6.2 EN ert V f/(o)€ F * IA 
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max | Gy I|<1 


у, | 会 
BIE [<1 


> lam thg(é,) I< u < 1 (6.6-20) 


则 (6.6- 4) 式 的 零 解 相对 于 Е[Е* ] 关 于 So+6 ,所 绝对 稳定 。 
下 面 用 二 次 型 Ляпунов 函数 来 讨论 绝对 稳定 性 。 
给 定常 数 e>0, 令 р ®(4,), х, 
ы [а РИ! 
| “| +hgi(&) i=1,2,,n 


ГА „Шах _ 1 


0 s..... 0 £ J ахи 
定理 6.6.6 BV flo)EFLY S(O) СЕ" |, ЕКЕН 
RE B(5;),<  #Ë DIBD - B+ G, ЕХ, 
则 (6.6-4) 式 的 平凡 解 相对 于 F[F* ] 关 于 2, 绝对 稳定 
Е: ИЕ Ляпунов 函数 = ETBE, Wj 
V(k+1)— V(k) = ET(k +1)BE(k + 1) — ET(k)BE(k) 
= (DE(k))TBDE(k) – &"(k) BE(R) 
= &(k)D™BDE(k) — E(k) BE(R) 
= #T(E)(DTBD — B + G,)E(k) 
— E(R)GE(R) 
<- (k) (6.6-21) 
从 而 由 (6.6-21) 式 知 存在 常数 с >0, 使 
ë2(k) LVR) < -V(k -1) — ecg? (k -1) 
< KV (ho) = ecl E(k -1) + & (Ë — 2) 
+ + @(&0)] (6.6-22) 
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由 (6.6-21) 式 仿 定理 6.6.4 可 证 (6.6-4) 式 的 零 解 相对 于 F[ F * ] 
关于 & 绝对 稳定 。 

取 B= E(E 为 单位 矩阵 ) , 则 有 推论 6.6.3。 

推论 6.6.3 ЖҮ (о) СЕУ f(o)€ F* ], ЖЕ 

(DTD — Е + С.),х, “PRE, 

则 (6.6-4) 式 的 零 解 相对 于 F[F* ] 关 于 е, 绝对 稳定 。 

定理 6.6.7 BV f(o)EFLYf(o)EF"], 存 在 对 称 正定 矩 
РЕ B, 使 (DTBD B+ Ce) 半 负 定 ,特别 地 取 如 =DID -E +G, 半 
负 定 , 则 (6.6-4) 式 的 零 解 相对 于 Гн ] 关 于 Gar. En AT 
定 。 

зн б Ë Ох, O; x(n- j) ttm с>о 

° (On ig) ig EE- jx i 

为 纯 量 。 1 


其 中 O, xi Oj,x(n- ig) Оо-о) х, ЗНАТАН ВЕ, 
E (n~ ух (»- jg) PIE 

证 :可 念 定理 6.6.5 进行 , 略 。 

ИІ 考虑 系统 


z((Ë+1)= =22100)-3 L (k) + $f (x2(k)) 

| (6.6-23) 
=k) + 20k) $ f(zo(8)) 
其 中 f(z,)€ F* = | F(a): F0) 0,0 0206.4, 


fCa2)Ec(- 9, +0)}, 
下 面 分 析 它 的 零 解 相对 于 F * 的 绝对 稳定 性 。 
1) 令 和， 则 (6.6-23) 变 为 线性 系统 


21(А+1)= = L i(k) -二 za(k) 


x(k +1) = 


ТА 


552200)+5 +] L (k) 


(6.6-24) 
25(6+1) = 
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它 的 系数 年 阵 为 
l _1 
p 6 
х2 , м1 1 
Ву = „(B B + < 1. 
1 1 1 (В) < WB | = 576 
2 6 


故 定理 6.6.2 的 条 件 1) 满 足 。 
: f(x2) + 
2) & glx) -| ^2 220 
0 z = 0 
作 Ляпунов 函数 
V= 52 + zš,)liJ 
V(k +1) – V(k) = Т2 Hk) +4 


= 5а) а200) + ç ОИТ 


12300) g(a2(k)) + 2 0) + 12800) 
L I (E)z2(k) 


Bk) + о x3(h)g*(x2(k)) 


+ J 3 (k)g2(zo6(k)) + 万 


- зе лов) (в) в (200) 
- 3 2(k)g(z2(k))- 2200) 一 


2500) + Sah (k)g2(zo(k)) = 4 x3(k)g(a2lk)) 


一 -3e 
<- Т0) + [$ x оаа. 
<- 0.523(k) + 0.4423(k) =- 0.0625(4) 
故 由 推论 6.6.3 知 此 例 的 零 解 相 对 于 Е" 关于 x, 是 绝对 稳定 的 ， 
从 而 定理 6.6.2 的 条 件 2) 满 足 。 
综合 1) .2) 可 知 此 满足 定理 6.6.2 条 件 , 故 它 的 零 解 相对 于 


Е* 是 绝对 稳定 的 。 
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$7 具有 时 滞 的 差分 方程 
本 节 介 绍 具有 时 滞 的 如 下 形式 的 线性 差分 系统 [3] 


x(t) = SAG) = rf (t)) + 


N. 
2 ro 
DI] 。 Bele. 0x0 + 0)48 (6.7-1) 
kl” ra (0) 
其 中 z=col(xi," z, )€ R" A(t) Ë (a(t) nxn 


В,(:,8) = (B (2,0) nxn 
是 n x n ЗЕЕ: г (2) 0000) 68; HOP CA) <r, 
0<r™(1)<rp, | (т) |< ав, | bY (2, 8) | <b (ry, rr. 
a) aP EIERE, >to — 7200; ij = 1,2-6, п; = 1, 
2577, №зе= 1,2,5, №), 
并 考虑 如 下 具有 变 时 沾 的 离散 非 线 性 系统 
xi(k+1) = fi(k,zi(k), z (Ë) 
xalk = ml(k)), x(k — m;, (Ë )) 
i = 1,2, +", n k = 0,1,2, (6.7-2) 

其 中 f,€C|[NXR" XR" RIA 


| f;(k, Tí, s Z, yl, `, ya) I< Уа | Tj I+ by | У} 1) 


aj 20, b20 是 常数 , NH my (e ERA, 满足 
0 < m;(k) < m 
定义 6.7.1 称 系 统 (6.7-1) 的 零 解 是 指数 稳定 的 ,如 果 对 任 
意 
(tog) € R x C([— r,0], R”) 
存在 两 个 和 (zo, p) AAKER M 之 1 .a ,使 系统 (6.7-1) 过 (zo， 
9) 之 解 x(t ,to, 9) 满 足 
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> | z;(t,to,@) I< 
м?) ѕир >; `! @; (to + 0)! eel totte) (t to) 
i=1 -r<9<0 
(6.7-3) 

其 中 p=col(¢1,°", фа) 
对 (6.7-2) 式 可 类 似 地 定义 零 解 的 指数 稳定 性 。 

引 理 6.7.1 若非 负 向 量 函 数 V (k) = col( Vi (k), s 

V (RD)):R 一 Ra 满足 线性 差分 不 等 式 

V(k +1) < yV(E,m) (6.7-4) 


HERE у= (ўы) x TER РРА p(7)<1, 则 存在 二 正 数 L 
| 满足 估计 


PD VA) < m DIV pe (k20) (6.7-5) 


其 中 V(k, т) = col( V (E, m), °, V,(k,m)), V,(k,m)= 
max Vetk - 1) (p=1,2,.…,7)。 


证 :由 矩阵 理论 和 p(7)<1 推 知 ,存在 一 组 正 数 d,(p =1,2, 
r), ME È tdd; <1 p =1,2,…,r) , 故 可 选取 正 数 ri 使 得 


4 
Утаа; Hen < 1 (p = 1,2,…,r) (6.7-6) 
作 非 奇异 线性 变换 
V,(k) = 一 d,Y,(k), Yp: R > R, (ó = 1,2,- r) 


(6.7-7) 
则 (6.7-4) 式 可 化 为 


Y,(k +1) < У ddp Ys (k,m) 


(p = 1.2, rk 20) (6.7-8) 
这 里 Y,(k,m) 之 定义 类 同 于 Vo(k,m)。 
现 证 :对 任意 的 es>0, 恒 有 
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Y,(k) < (e+ > Dye mt EW (k) 
(p = 1.2, +,r,k 22 0) (6.7-9) 
如 若 不 然 , 则 必 存 在 某 正 整数 ро 和 ko GE 
Y, (ko) = W,(ko) Y,(k) < W.(R) 
(-m<k<ky-1,¢ = 1,2,5) (6.7-10) 
从 而 ,可 由 (6.7-6) 一 (6.7-10) 推 得 


Уб) < È (0 dal) Yabo = 1,m) 
ра) -1 - m) 


= Welko) Ў Op ddp D < Walko) 
这 显然 与 (6.7-10) 相 矛盾, 故 说 明 (6.7-9) 成 立 。 
$ Пу =r(maxd,) (mind,)~'>1.e>0, WH (6.7-7) ,(6.7- 
9) 便 可 推 得 引 理 结论 (6.7.1)。 
定理 6.7.1 FFE SUE dis “ , d, ,使 得 矩阵 


N, 


W = “SA; + Bi 
的 谱 半 径 o(W)<1, 则 系统 (6.7 Diyus. 


* def * 
其 中 A; = (а (0 )) хт В, = (apt )) хт 
Ta 
*(k) & (k) 771 
a bq тах. 2 s dd 
in- 
"p 
*() = ах (a dz) 
bpg n HISS, 22, ы, dj 


(0 = xo < ni < < hnm = п:р,9 = 1,2," 
m3k = 1,2,°°,Ny3¢ = 1,2,---,N2) 
证 :选取 一 次 型 的 Ляпунов 函数 V(t) 
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v(t) Ë СЕИ (p = 1.2, m;t >> to к) 


(6.7-11) 
故 由 (6.7- 1), (6.7-11) 推 得 
v OSD Б | р> | Sal dane - r(t)) 


N 0 
+ Daf, we ou (tO) ayCe + 0)d0 | 


<`! > S УЧ («Ра ICA | xj(t = r] (t)) 1) 


q=1j= 区 -1 th= п 1+1=1 


араат | (2 ОЛ 


m М, N, 
<D (Dag + ry VoL V (r .r) (6.7-12) 
其 中 Ve (ек) = sup Vole ~s) (p= 1,2, =, ид) 
于 是 ,由 (6.7-11)、(6.7-12) 和 引 理 可 推 得 定理 6.7.1。 
若 在 定理 6.7.1 PIR x=n,d;=1(i=1,2,…,n), 则 得 : 
推论 6.7.1 AFE 


we YA + „Ўв 
的 谱 半径 eW)<1, 则 系统 (6. 7- 1) 零 解 指数 稳定 ， 其 中 
A, E (aP cnr Be (90), ,, (k=1,2,, Ni;l=1,2,., 
N.) 
ЖЕ 6.7.2 BEALE disd, (BEE 


N. N, 
O Ay _ 
WESA + 22 B, 

k=1 k=1 


НМЕ 
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w 1 
РОИ) < (Ni + Ne)” 
каке ална. 其 中 
= = (a ),,xm ‚В, = (25) )mxm 
a E кк У) (aff Pai! 


n 


Ë 
bY = max >) (af Paay 


pin, ine 
(0 = n < ny <. <n, = n;p,q =1,2,°", 
m;k = 1,2,°°,Ni3¢ = 1,2,::: №) 
证 :选取 二 次 型 的 Ляпунов 函数 V,(z) 


"p 
Va) Š У) de)(t) (p =1,2,"-",mit 2 to к) 
i= ntt 


(6.7-13) 
故 由 (6.7- D. (6.7-13) 推 得 


V(t) = È aD Dap APC) 


k=1j=1 


Sst opb PEDDA] 


=1j=1 


самал) Уа DPIC DEC ~ (2)) 


t= сы" k=1 j= 
ы (Юу 0 2 
эрэ DOP ) rs) G + 0)48 | 


= n(N; + №) Š) 799 x 


q= ды „}1ї= myth 


Ny 


рэ раат (dalt — r|D(:))) 


N, 

0 
+ (6) мау (анз + 0))48) 
k=1 
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m Ny N, 
< n(Ni + №) 2 (Map + BD bi JV. (z, r) 
q=1 k=1 £=1 


f (6.7-14) 
(P=1,2,…,m;t 之 to), 同 样 ,由 (6.7-13)、(6.7-14) 和 引 理 可 推 
得 定理 6.7.2 
若 在 定理 6.7.2 中 取 m=n,d;=1(i=1,2,…,n), 则 可 得 : 
推论 6.7.2 ЖЕ 


М, Ny 
W “X A, + 25 B, 
k=1 k=1 
的 谱 半径 
| x” 1 
РИ) < (N, + Nay 


则 系统 (6.7-1) 的 零 解 指数 稳定 。 其 中 
А, E(P P) xn B, Ë (Cag) ) nxa 
(k = 1,2,…,Ni;t = 1,2, :--, N2) 

例 1 考虑 一 维 线性 差分 系统 


200) = a(r- т) + 600] ze +0)d (>ш) 


| (6.7-15) 
Fpl a (1) «о, 160) | Sb, a,b. ty. т) 是 非 负 常数 ,根据 推论 
6.7.1 8134 


attmb<1 
时 ,系统 (6.7-15) 式 的 零 解 指数 稳定 。 
£ 若 令 


|- У 68.09)еа0 
Ж т» 阶 单位 阵 , A, 是 n x n ПЕРЕ, В. (0) n x n 阶 连续 
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ВЕ, rD rO 是 非 负 常数 (k=1,2,…, Ni;4=1,2,…, №), BJ H 
本 文 定理 可 给 出 判定 超越 函数 У, (a ) 的 根 均 具 负 实 部 的 简单 代数 
准则 。 

定理 6.7.3 若 存在 一 组 正 数 d;(i = 1,2,…,n), 使 得 
plai bs), <1, НЕЙ? mi (上) 满足 m; (k ) = My, Ck) 
(my-1 + ISiSnyyng-1 + ISG Rng; pg =1,2,°*, 7 30= n < ny 
<en, =n). 

则 系统 (6.7-2) 之 零 解 全 局 指数 稳定 ,其 中 


ж -ip * 
am= max > aiddi bp 
парла isn tl 


= max > Бау! (р,9 = 1,2,°",r) 


<< 
mats ny it 


证 :选取 一 次 型 的 Janyuos BK V,(h) = У) di 1 x(k) 
(p = 1,2, r), HH (6.7-2) 推 得 


ук+) = У di x(k+1)1 


+ 
i= np1 1 


< Ў АУ) ааттан) 1 


Ыы 1+1 j= 1 
r п пр 
<> У У (addl(d х(®)\) 
9=1і= п, +1 геп, t1 


+ bd d;!(dx; (k — myg(k)))) 
<> SY (ak(dxi(k)) 


i= ng- itt 


+ bpd; i x(k — ты(Ё)) 1) 


= Y (а У, (В) + БДУ, (Е — ты(®))) 


q=1 
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< (ak + Б уу, (А, т) (p = 1,2,5, b >) 


q=1 
(6.7-16) 
于 是 ,由 (6.7-16) 和 引 理 可 推 得 定理 6.7.3。 


推论 6.7.3 ol ays Бу) ох, СІС max > Cay + by) < 
1 或 max S (ay + by <1), SUH (6.7.2) Юа ЙЕ 
;=1 


定 。 
ЖЕ 6.7.4 若 存 在 一 组 正 数 d (i 二 1,2,…,n), 使 得 o(aw 


+Бы),х,< э. АЕ ms(k) 满 足 定理 6.7.3 中 条 件 , 则 系统 
(6.7-2) 的 零 解 全 局 指数 稳定 ,其 中 


ард = 


| > „Сабау bo) 
т=п, t 


max 
n than, 


= max > (bids) 


本 -its 和 nm 


(p,q=1,2,.…,r) 
证 :选取 二 次 型 的 Ляпунов 函数 


V,(k) = > dx?(k)(p = 1,2,.…,7) 
从 而 


n 


w+D<2n > LY (ek) + Ба МЕ — malk)) 


i=n,_ (t 


= 2nd) > > (азаа (dyxj(k)) 


q=lj= п, t} т=п 


+ Ба аза = т;(6)))) 


< У I „бам diac?(k)) 


д=1Р= "4-1 
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+ bx (dixj(k — my (k)))) 
= 2n })(амУ(#) + ByVal т (0) 


<2n У) (as + Bw) Vg (km) 
q=1 


(p = 1,2,::: ғ, 2 0) (6.7-17) 
同样 ,由 (6.7-17) 和 引 理 便 可 推 得 定理 6.7.4。 


推论 6.7.4 # ра} +05) < gy HB] max > (a5 +53) 


э Bk max > (a3 + 52) < +) , 则 系统 (6.7-2) 式 的 零 解 全 局 


Ijin 


maqa. 


58 非 线 性 泛 函 差分 方程 [26] 


近年 来 ,人 们 已 从 具有 时 滞 的 差分 方程 的 研究 推广 到 更 一 般 
的 泛 函 差分 方程 。 

考虑 下 列 的 泛 函 差分 方程 (1291 

x(m +1) = f(m,xn) m Є N (6.8-1) 

XE x€ R", fECINXC,R"], f(m,0)=0, K(6.8-1) HAS 
解 x(m)=0, Vm © N, N, N? N-! 分 别 表示 整数 集 、 非 负 整 数 
集 、 非 正 整 数 集 , C 表 pE[N”,R"] 的 函数 全 体 ,对 mEN!' ,x 
EC 中 一 元 素 , 记 为 x,(s)=x(m+s) -—r=<s=<0, s 是 整 
数 ,对 于 moe N* 和 任何 gE C,(6.8-1) 式 的 解 是 一 个 函数 x € 
[N,R"], 3} т2то 满足 (6.8-1), 且 x(m)= e(m), Ч m < 
Moo 

VA x(m) = x(m, mo 9) 表 示 (6.8-1) 的 解 。 

定义 [是 一 个 向 量 (或 矩阵 ) ,是 将 [ ”j] 的 元 素 取 绝对 值 后 
代 之 。 


х= [Xims X]. | П 1 lT 
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这 里 || x; | „= sup lx(m+s)| i=1,2,---n 
Hr=r(m)20 4 r=% |x, |; =lela 
定义 6.8.1 车 存在 一 个 集合 DCR"|D - f0| 非 空 | 
使 得 YmoEN+ , e#€C,B|e|š€ D*# 
[х(т,те,ф)]' Sl фі — Vm2 mo (6.8-2) 
则 称 集合 D 为 (6.8-1) 式 的 一 个 稳定 区 域 。 
如 果 D 是 一 个 稳定 域 , 且 加 上 
limx(m,mo,g) = 0 (6.8-3) 
WE D 为 一 个 浙 近 稳定 区 域 。 
如 果 D 是 一 个 稳定 域 , 且 存 在 a>0,V e€ [NL "0, р] 
Hle*|,€D* ,有 
|x (m,m @) I< k |l gil е0" Vm >т (6.8-4) 
WFK D 为 一 个 指数 稳定 域 。 其 中 NEO [е 一 r+1,…1,0] 
WE D = R" 上 述 的 稳定 域 便 是 全 局 的 。 
如 果 А220, W p(A) 是 A 的 一 个 特征 值 , 且 存在 一 个 非 贷 向 
Ж x20, x70 HG Ax = p(A)x。 
W,(A) 表 具有 特征 值 o(4 ) 的 特征 空间 , 即 
W,(A):= |x Є К" | Ах = р(А)х, | 
Wi(A)= W,(A) N RY 
定理 6.8.1 ” 若 存 在 一 个 轴 对 称 凸 集 ОС К" 使 得 
IFM, Xm) SAC х, 10) | x, 1 VxEn 
(6.8-5) 
这 里 А(5)Є[О*, К" JE ОРЕ НТУ, ЯТ 
集合 D 一 10i 非 空 。 这 里 
Р=\хЄ n i[x]'çk EQ 
[x] E Ж(А(А)), р(А(6)) < 1| (6.8-6) 
Др (6.8-1) 80—860, th DED 中 的 所 有 
JR ASS < Кеи, AERA MER lim (m - r 
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(m))= co, 则 了 是 一 个 渐 近 稳定 区 域 。 
Ж 首先 证 YpEC R| e|š€ D: 
[x(m)]*<I 9 I Ym 之 mo (6.8-7) 
若 (6.8-7) 式 不 真 , 必 存 在 т“ Zm 和 某 些 i ,使 得 
\х;(т* +1)]> lleill o [x(m)] (еі Vm<m" 
(6.8-8) 
则 ”由 О RRR ERE, A 
| x, |Z Є Q*,Vm<m* 
AML lt 和 条 件 (6.8-5) 式 ,由 (6.8-1) 式 便 有 
[x(m+1)]*<A(Clxal7 )|x, |; Уто" (6.8-9) 
HER A 07 PRE, A 
[x(m+D]<A(l@lE) ФІ <А(А) lg Ik (6.8-10) 
ФС WI [A(k)] 和 оГА(А) 1<1 
[x(m* + 1) ]}*<p(A(k)) | g IË <I p I£ (6.8-11) 
与 不 等 式 (6,8-8) FS, B(6.8-7) 32317, Ai D 是 (6.8-1) 式 
的 一 个 稳定 域 。 
次 证 D 是 (6.8-1) 式 的 渐 近 稳定 区 域 ,从 (6.8-5) 和 (6.8-7) 
式 , 知 YeEC 和 |g|%ED!, 有 
[x(m+1)]*< А(А) | x, i} Ут Є М(6.8-12) 
在 (6.8-7) 式 存在 一 个 常量 < 之 0, 使 得 
lim[x(m)]* = ck 
因为 当 m—- oft ,m – r(m) >, Y e>0, 3 Mi 使 得 对 所 有 的 
mm 之 Mi, 有 
[xmli<ctee e= {1,1]7 
和 М›22М; fi 
[x(Mz +1)] >c- е 
结合 (6.8-12) 式 便 有 
c—e<[x(M>x+1)] 1 <A(k)[xu 17 «АСЮ (+ е) (6.8-13) 
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AAG DW, É (A(k))<1,W[I- A(k)] 120 
(6.8-13) za 
с<11- А(Ё)] !(I+ A(k))ee (6.8-14) 
Bil bm x(m)=0, 故 结论 真 。 
例 1 考虑 具有 时 光 的 非 线 性 差分 方程 
х(т +1) = 方 [snz(m = ғ) | 
+ cosz(m — r)]a(m) хє Р (6.8-15) 
r 是 非 负 整 数 。 


R D=(- T 4 HV z€ D, Ж |sinz | =sin| < | 

| соѕх | = соѕ| х1 AL 
1 
<= 


EAC х, le) | Lm Ios (6.8-16) 
А(5) р КИЮ, Н ACR)<1,2kE€D* ,因此 从 定理 
6.8.1 知 ,D=(- 亚 ,于 ) 是 (6.8-15) 式 的 一 个 渐 近 稳定 区 域 。 
例 2 考虑 无 界 时 滞 非 线性 离散 系统 


забт +1) т) забт 222) 230 — BE filan) 


(sin | £m |, + соѕ | Em tr) | z, |, 


сабт +1) =42%( ma)x9( m— 228) + 23m 0) E fal aq) 

(6.8-17) 
取 r=r(m)=m2, BR m-rlm) >œ , 当 m>% H. V x € 
R? 


1 2 1 
ВЕ 4 | Xim \ r 9 | Xim | r |! X2m | r 
Ары, һы 
[хы ll, | 

6.8-18 

Liew. ( ) 
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la Trika R р 
MJ А(Ё) = o(A(k)) = +2 
1 1,2 4 9 

[4% gk 


W;(A(k)) = Ix, Є R2, I kil xy l= br l x> 11 
因为 W. (A(k)) 和 在 点 (&1,&2) 的 梯度 是 2/k1, 故 易 得 (6.8 
17) 式 的 渐 近 稳定 区 域 
ki, 5 


= lx € R[x] <k, т tg < 1! 
2 (6.8-19) 
| = [x € R | + + E <a 
故 (6.8-17) 式 的 稳定 区 域 为 
-|хєк|#+ Bt (6.8-20) 
下 面 进 一 步 考 虑 指数 稳定 区 域 的 估计 问题 。 
令 |x ls: = max | x; | IA le := max 3) 1 ay | 
BAR| x| < а РГ] colk ` k)o 
引 理 6.8.1 V oC C,# 
[Ф] l< < 1ф r (6.8-21) 


证 : 设 E;=[0,.…,01,0,.…,0]7 则 
[Eg] < [pR leit = UE | gil, (6.8-22) 
进而 有 
Еф le Sl lo В IEel],. < 161, i= 1,2," 
由 模 的 齐 性 ,有 


Уу ве, = ТЕ 1, #4 


ФП DE lell@ll, = ae <niel, 
i=} 
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定理 6.8.2 ”假设 存在 一 个 轴 对 称 凸 集 OCR” 使 得 
[f(m,x,)]!< P(I x, 7) lx, lt Vx € Q 
(6.8-23) 
这 里 p(s)C C[Q t RY "IE Q t MRM. # D- (01507, 
Wi D=D=D,U D, 
D =Ix€ n I[x*]*< k € 01 
[x]* W.(P(k)),e(P(k)) < 1] (6.8-24) 
D = {іхє01 |Ilxllo<k 
- || P(RE) lo <1, E =[1,+-,%]7] (6.8-25) 
MWEE D 是 (6.8-1) 式 的 一 个 指数 稳定 区 域 ,D 中 的 一 切 严格 不 
等 号 < 以 不 等 号 入 而 得 到 的 五 是 (6.8-1) 式 的 一 个 稳定 区 域 。 
证 ;首先 证 明 Veo(s)E 五 (VsENI- DEl ol ED 有 
іх(т) < [e]: Ут Z mo (6.8-26) 
обу 意味 着 存在 一 个 非 负 向 量 ke Eol <А, 
[po]; € W3 (Р(А)) Н p(P(Rk)) <1 
若 (6.8-26) 不 真 , 必 存 在 m * m ,和 某 些 i 使 得 
\х;(т* +1)]> |] e l|, [x(m)] Slol Vm<m* 
(6.8-27) 
这 样 ,由 О 的 轴 对 称 性 和 凸 性 | x, |; € Q*(V =àm<m*)iFE P 
在 Q1 的 单调 性 ,有 
Ix(m*" +1) РО eg 12) 12 1; << P(k)l el; 
(6.8-28) 
因为 lpg]; EW (P(E)) 和 o (P(k))<1 
[x(m* + D] < p(P(k)) | IF <I ф i; (6.8-29) 
与 (6.8-27) 式 矛盾 , 故 (6.8-26) 式 成 立 ,对 (8 - 26) 式 两 边 取 绝 对 
值 模 , 且 应 用 引 理 6.8.1, 就 有 | 
Ix(m)I< nl ell, - V m Z то 
说 明石 ; 是 (6.8-1) 式 的 一 个 稳定 区 域 。 
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№ (5) Є,(УЄМм "0, H|e|; ED, 存 在 一 个 常数 > 
0 使 得 
[e]; SEED}! HIP(Ek)|. < 则 
| x(m) |*< Ek V m È ту (6.8-30) 
若 (6.8-30) 不 真 , 必 存在 一 个 т" o MR i 使 得 
|x,(m* +1)|>Ё [x(m)]`<Ek Vm<m* 
| (6.8-31) 
M) z, CNA (Үт<т*) FE PER 单调, 故 有 
[x(m* +1)]*< P(Ek)Ek (6.8-32) 
WK(6.8-32) HIV | · | oft, HH || PCER) || „<<1 便 得 到 
|x(m*+1)|<< || P(ER) 1..1 Ek I| o<k © (6.8-33) 
与 (6.8-31) 式 矛盾 , 故 (6.8-30) 式 成 立 , 因 而 D, 也 是 (6.8-1) 式 
ежи, б-р, UD, ERER 
最 后 证 是 (6.8-1) 式 的 一 个 指数 稳定 域 ,从 (6.8- 23) 式 和 
(6.8-26) Y e€ [N r DIAL e); EDE, 有 
[x(m + 1)]*< P(k)[x,, ]š (6.8-34) 
对 任何 m ,有 整数 Bn € NI mit ll om; = mo + jr, 
从 (6.8-26) 式 能 令 
„зор [x(m)]* = y € 0* 
则 从 (6.8-34) 式 有 | 
[x(m + 1)]* < Z < PCR) „50р ,| Xm l; 


<P) вур ЕС ЭЗИ 


<р) з í < Р/(6) то (6.8-35) 
因为 o(P(K))<1, 故 存在 正 数 & 之 1 ,使 得 
| PCR) | <А" (6.8-36) 
ЖШ „Ж Р PAT MEARE А„<1 | 
计 及 m = mo tj H mem 有 


j = (m; — mo)/r 之 4 (m = mo) 1 
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Н. 
\х(э» + П) А" ро А yg Lag Ott LM lm то 
(6.8-37) 
A apace а= na, 则 
|х (т) <А pole" "<A [| e |] ето) V т2то 
(6.8-38) 


从 (6.8-23) (6.8-30) 式 可 知 ， 
对 VpE[NI "1,D] Algol €D; 有 
| x(m +1) l< < || P(ER) 12 Ix, lo (6.8-39) 
НЕН ЗЕ AE UF MA (6. 8- 34) 23 (6.8-38) ШЕВ, Bë. 
推论 6.8.1 设 存 在 一 个 非 负 年 阵 P = (pis) 使 得 
[f(m,x,)] <P |x, l: Vx€R (6.8-40) 
若 o(4)<1, 则 (6.8-1) 零 解 是 全 局 指数 稳定 的 。 
证 :因为 o(4A)<1, 故 存在 常数 rw >0 (i=1,2,…,n), 使 得 


> wy wip <1 sk | Dw |. <1 
j=1 
Py = (xo; шуру) (6.8-41) 
S y=[ y, Ym] = diag{ wi } x, Вр у; = w; wi 和 x = diag 
(wily, 这 里 diag! oj 是 对 角 和 矩阵 ,对 角 元 素 为 w;(i=1,2,-°, 


п) 


则 从 (6.8-40) 和 (6.8-41) 有 
| y; |< >) wy wp, | y; | [yl < Pu l Ym 1; 
j=1 


(6.8-42) 
假设 保证 了 (6.8-25) 式 中 的 D, = К" 中 ,应 用 定理 6.8.2 便 
得 到 
| y(m,mor¢) |< Ë || diag} w; lg I| e "С" 
推论 6.8.1 得 证 。 
例 3 考虑 一 个 不 确定 闭环 控制 系统 
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x(k +1) = (A + BFC)x(k) 
+ [AA(k) + AB(R) FC]x(k) (6.8-43) 
这 里 x€ R',A,B, FAC 是 相应 维 数 的 矩阵 ,其 结构 扰动 满足 
ДА (2) :ГЛА (А) 1+ <А |, {AB(R):[AB(R)]*< Bt} (6.8-44) 
Ж (А + BFC) 稳 定 , 即 它 的 特征 值 |4;|<1(i=1,…,n), 且 
pldiag}|a;|}+(M~!)*(A+A+(B+B(FC)*)+M*]<1 
(6.8-45) 
这 里 M 满足 
Mi(A + BFC)M = diaglà;} (6.8-46) 
则 (6.8-43) 的 零 解 是 全 局 指数 稳定 的 。 
ik: x(k) = Mz(k), 则 (6.8-43) BA 
2(k +1) = diag{A;}z(k) + M (A + BFC)Mz(k) 
+ M ![AA + ABFC]Mz(k) (6.8-47) 
对 (6.8-47) 两 边 取 [ .] -得 到 | 
[2(k+1)]* <diag{|a;| +(М-!)*(А + В(ЕС)* M* )[&(Е)1* 
+[M !]*[A +B[FC]* [M]: [Z] 1 
由 推论 6.8.1 可 知 (6.8-43) 式 的 零 解 是 全 局 指数 稳定 的 。 


第 七 章 ”微分 差分 方程 


本 章 介绍 由 微分 差分 方程 (也 称 时 汪 微 分 方程 ) 所 描述 的 动力 
系统 的 稳定 性 的 基本 理论 及 若干 应 用 。 $1 叙述 了 微分 差分 方 
程 的 基本 概念 ,稳定 性 的 定义 ; 52.53 分 别 给 出 了 一 般 常 系数 
线性 滞后 型 和 中 立 型 系统 稳定 性 的 代数 充分 条 件 ; 54 介绍 了 研 
究 非 线性 滞后 型 微分 差分 方程 稳定 性 的 Ляпунов 函数 法 及 
Ляпунов 泛 函 方法 ; $5 ”对 于 一 类 非 线性 变量 分 离 的 非 线性 系 
统 ,用 一 类 典型 的 Ляпунов 泛 函 来 研究 稳定 性 的 代数 判 据 。 因 为 
时 滞 神 经 网 络 系统 , 非 线性 时 光 控 制 系统 都 可 化 为 这 类 系统 , 故 这 
类 JIanysos 泛 函 具 有 某 种 普 适 性 ; $6 ”研究 了 不 确定 的 区 间 
Lotka-Vollterra 4: As IN < SEA Robust 稳定 性 、Robust 共存 性 ; 
87 介绍 微分 差分 不 等 式 及 对 变 时 灌 系 统 稳定 性 (特别 是 时 滞 神 
经 网 络 ) 的 应 用 ; §8 介绍 了 一 类 时 变 中 立 型 的 稳定 性 ; S9. 510 
讨论 了 中 立 型 大 系统 的 稳定 性 及 在 COSA ABET. 


81 微分 差分 方程 的 基本 概念 16 167 


在 自然 和 社会 现象 中 ,许多 系统 的 发 展 趋势 或 未 来 状态 不 仅 
与 现状 有 关 ,而 且 或 多 或 少 与 过 去 的 发 展 趋势 有 关 。 这 类 现象 称 
为 滞后 现象 ,或 遗传 效应 ,从 工程 技术 物理 力学、 控制 论 \ 化 学 反 
应 ,生物 医学 等 中 提出 的 数学 模型 带 有 明显 的 滞后 量 。 例 如 医学 
中 的 传染 病 的 潜伏 期 ,弹性 力学 中 的 滞后 效应 ,特别 是 自动 控制 中 
任何 一 个 含有 反馈 的 系统 ,大 体 上 总 有 时 滞 , 这 类 时 滞 的 出 现 ,是 
因为 需要 有 限 的 时 间接 受信 息 ,作出 反应 ,这 类 时 兆 系 统 无 法 用 常 
微分 方程 来 描述 ,需要 用 微分 差分 方程 ,也 称 为 具有 偏差 变 元 的 微 
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分 方程 。 
例如 :船舶 的 摆动 方程 ,考虑 船舶 运动 , 设 9(1 ) 表 示 在 时 刻 r 
时 与 法 向 垂直 位 置 的 倾斜 角 , 则 9(:) 满 足 微分 方程 
mb(t)+ c(t) + ®@(т)= f(t) (7.1-1) 
为 减少 摇摆 , 除 设法 增 大 阻尼 < Sb, ВОЛАНИ Н Я, FA 
水 泵 把 水 从 一 舱 输 入 另 一 舱 , 增 加 阻尼 9 (2) ,但 由 于 控制 系统 的 
伺服 作出 响应 总 有 滞后 量 , 故 (7.1-1) 变 为 
målt) + CE) + gilt т) + kolt) = f(t) (7.1-2) 
r>0 是 滞后 量 ,这 是 典型 的 滞后 型 微分 方程 。 
虽然 ,个 别 的 偏差 变 元 微分 方程 早 在 1750 年 欧 拉 (Eulem) 的 
几何 问题 中 已 出 现 , 但 系统 研究 则 从 20 世纪 才 开 始 , 这 种 研究 与 
应 用 科学 ,首先 是 与 自动 控制 有 关 。 
若 微分 方程 之 中 的 未 知 函数 x(i) 的 自 变量 上 引 和 人 不同 的 值 ， 
则 称 之 为 偏 元 微分 方程 。 例 如 


x(t)=g(t,x(2),x(t-r(2)) (7.1-3) 
x(t)=g(t,x(t) x(t ~ r1), x(t = r2)) (7.1-4) 
x(t)=g(t,x(2), x(t), x(t— т(2)), x(t — c(t) (7.1-5) 
x(t)=g(t,x(5).x(5).2(2),x(2)) (7.1-6) 


若 最 高 阶 导数 的 自 变量 不 小 于 其 它 各 阶 导数 及 未 知 函 数 的 自 
变量 1, 则 称 为 滞后 型 微分 差分 方程 ,例如 (7.1-3) 和 (7.1-5) 式 
中 ,rt(zt) 实 0, 在 (7.1-4) 式 中 rl>0，rz >0, 在 (7.1-6) 式 中 t> 
0, 则 《7.1-3) 一 (7.1-6) 式 皆 为 滞后 型 微分 差分 方程 。 

还 有 一 类 称 之 为 中 立 型 微分 差分 方程 ,例如 


х()=г(т,х().х(ї-т),х(т-т)) rr>0. (7.1-7) 
х0) = g(t, x(t) x(t— т(2)), x(t c(t) x c(t))) 
(7.1-8) 
最 高 阶 导数 的 自 变量 取 不 同 值 。 


一 般 的 滞后 型 微分 差分 方程 为 
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ЧУ (е убо) yE c(t)) yC talt) 7;(t)=20 


(7.1-9) 
y(t) = V(t) ЄЕ, = [to supri(t),i=1,…,m| 


设 它 的 右 端 足够 光滑 ,保证 Cauhy 问题 的 解 存在 唯一 性 。 

要 研究 任意 解 y(t ) 的 稳定 性 ,只 要 作 代 换 x (1)= y(t) - 
y(z) 就 等 价 地 化 为 

XA) x(t rlt) l rt) (7.110) 
的 零 解 的 稳定 性 。 

m 

设 xER",fE[IX R" XR х, --:, В", В] 

下 面 仅 就 河 后 型 微分 差分 方程 (7.1-10) 式 给 出 稳定 性 的 各 种 
定义 ,至 于 中 立 型 方程 ,读者 不 难 给 出 类 似 定 义 。 

定义 7.1.1 称 系统 (7.,1-10) 式 的 零 解 稳定 , 若 V t €C I, Ve 
>0,36(e,t0)>0, YE) ЄЕ, || EC) | <8, RA 

ll x(t, to €) 1 <e 对 一 切 21, 成 立 。 

其 中 ele, to to 无关 , 则 称 (7.1-10) 式 零 解 一 一 致 稳定 。 

车 系统 (7.1-10) 式 的 零 解 是 稳定 的 , 且 Че() 20, V E(t) 
EE H | EG) 1 <a 有 

lim | x(t,t0,€) 1 = 0 

则 称 (7.1-10) 式 的 零 解 渐 近 稳定 。 

定义 7.1.2 称 系统 (7.1-10) 的 零 解 一 致 渐 近 稳定 , 若 它 一 
致 稳定 , 且 存 在 o>>0(6 ЖИР), XF Ve>0,3 T(e)>0 
(PRB t1), 34 222 + T(e), E(t) 1 <о, A | x(t, ғо, 
E) 1 <eo I EEEE E, 上 的 任意 函数 ,与 之 to。 

定义 7.1.3 称 系统 (7.1-10) 的 零 解 指数 稳定 , 若 存在 ó > 
0,a >0,B21 使 得 当 

Ell <5,1:1>T 时 有 
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Il x(t, to £) || < Врх | E 1 )е 5) (7.1-11) 


定义 7.1.4 ЖАЖ(7.1- 10) 的 堆 解 为 全 局 渐 近 稳定 , 若 
是 稳定 的 , 且 对 任意 始 值 函数 (2) З, 
lim || х(2,20,5) | = 0 
对 于 中 立 型 方程 


dret) = = f(t,x(i),x(£ — ri(t)),""2 x(t — r, (t)), 


х (2 = т1(#)), x (t — т„(#))) 
x(t) = lt) £ € E, 
х (1) = ë іЄЕ, 
(7.1-12) 

只 需 在 定义 7.1.1 一 7.1.4 中 将 初始 条 件 ol) | <8, A 

|202) | <8, 120) [| < es, 便 可 得 到 (7.1-12) 式 的 零 解 类 似 于 
定义 7.1.1 一 定义 7.1.4 的 各 种 稳定 性 定义 。 

对 于 时 滞 系 统 , 有 以 下 几 种 稳定 性 的 提 法 。 

1) 具 有 小 时 滞 r( 即 0< г<1) MARS, BAH, E 
微分 差分 动力 系统 为 常 微分 方程 动力 系统 , 问 两 者 稳定 性 是 否 等 
价 ; 

2) 确 定时 滞 т 的 扰动 范围 ,使 т 在 此 范围 内 变化 ,其 系统 的 
稳定 性 保持 不 变 ; 

3) 有 些 问题 , r 的 大 小 难以 确定 , 则 人 允许 z€ К. ,不 加 任何 限 
制 ,此 时 的 稳定 性 称 为 全 时 滞 稳 定性 ,或 无 条 件 (绝对 ) 稳 定性 ,也 
有 书 上 称 为 时 滞 无 关 稳定 性 。 

本 章 重点 介绍 第 3) 类 稳定 性 , 至 于 第 1) 类 稳定 性 ， 在 专 
著 [1%`172j 中 都 有 详细 介绍 ,这 里 就 赂 去 了 。 


82 SARAHB RRL! 


В АИИ 
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drt) дов) + Aw (= а) (7.21) 


这 里 СРЕ", Bt A, nxn 实 的 常数 矩阵 ,rr = (ri, …， 
ғ), Ve = (Neos Te) V 20 是 已 知 非 负 整 数 。 


y, 7 = Уже» (k = 1,2,+*,т) 
《7.2-1) 式 的 特征 方程 为 
J(A,r,A) = ае [АГ — Ao 一 Уде" | 0 (7.2-2) 


RE A=(Ao,Ai,*…, Ay) ERT "1D 

如 同 常 微分 方程 常 系数 线性 方程 组 ,特征 方程 (7.2-2) 式 的 根 
的 分 布 对 (7.2-1) 式 的 零 解 的 稳定 性 起 决定 性 作用 。 

引 理 7.2.1 (7.2-1) 式 的 零 解 是 全 时 滞 汤 近 稳 定 的 充 要 条 
件 是 

1U 在 (7.2-2) 式 中 当时 洁 为 零 时 ， 


N 
f(A,0,A) = е [А - >) A, |= 0 
k=0 
的 根 全 在 复 平 面 左 半 部 , 即 Ra <0. 
N 
2) fliy,r,A) = det| iy! — Ao - Age” |50 Vy € 
k=l 


R 

这 个 引 理 的 思想 实质 很 简单 ,条 件 1) 表 明 (7.2-2) 式 的 特征 
根 在 r=0 时 ,全 分 布 在 复 平面 左 半 部 ,利用 根 对 系数 的 连续 依赖 
性 ,如 果 特 征 根 到 复 平 面 右 半 边 或 虚 轴 上 , 则 必 在 某 一 个 т, >0 时 
刻 达 到 虚 轴 ,但 条 件 2) 排 除了 这 种 可 能 ,从 而 结论 成 立 。 | 

车 (7.2-2) 式 有 正 实 部 特征 值 , 则 (7.2-1) 式 的 零 解 是 不 稳定 
的 ,但 判定 (7.2-2) 式 的 特征 值 的 分 布 极 难 ,本 节 ,我 们 将 给 出 判定 
稳定 性 的 一 些 简便 的 充分 条 件 。 

定义 7.2.1 系统 (7.2-1) 式 被 称 为 关于 (~,A4) 是 渐 近 稳定 
的 , 若 特征 方程 (7.2-2) 式 仅 有 负 实 部 特征 值 , 即 ReA <0 。 
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对 于 给 定 的 rE (R 1)” ,通过 r 的 射线 定义 为 
Г. Ž [ar Є (R*)” a 20} (7.2-3) 
定义 7.2.2 对 于 给 定 的 r EROM 关于 + 的 渐 近 稳定 锥 
SHELA | 
S-Ž LAER ND | 方程 (7.2-1) 对 每 个 rE PIE (у, А) 


近 稳 定 的 | (7.2-4) 
渐 近 稳 定 锥 S BoE ХАП?” 
5 =[1(5,:, € (R*)”) (7.2-5) 


以 Red (А EIERE A 的 特征 值 的 实 部 。 需 要 以 下 引 理 。 
9128 7.2.2 设 С (д) „хи ГАЯ, Н НОА), 
个 M 矩阵 ,这 里 
| gy | i = } = 1,2,,n 


° B | 1567 i,j = 1,2,'9,п 
则 detG(g;) 0 
证 :因为 互 是 一 个 M ИЕН 8, > 04 =1,2,°+-, п) 
使 得 
Гаев 08185120 =12 2 (7.2-6) 
jel 


ЈА Gershgoring БЇЗ ЕЛШЕ AREA BE Gdiag( Bi, =, 8,) 的 特征 
值 , 故 
det( Gdiag( 8, ,°**,8,)) = detGdet(diag(Bi1,*…,B)) Z 0 


但 det diag(B1,…,B,) = HB; #0 
故 有 detG Z 0, 引 理 得 证 。 

引 理 7.2.3030] 给 定 两 个 矩阵 Hh) H (h; A 

1) HA—+ M Ж. 

2) h Sh; j=12 nh0 izi i,j=1,2, 
n JU H 也 是 一 个 M Ж 

证 :由 M EERBEEK, H 是 一 个 M РЕ ВИХ КАЎ n 
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-X lat) |= 6; > 0 (7.2-7) 
由 引 理 7.2.3 Al BC by) px nde M ЖЕ. 
由 引 理 7.2.2 有 


N 
det [iy — Ay — УА, сез, )]Z 0 
s€ C k=l ky k, 


J 
ts l=1 
J 


又 由 条 件 有 Re( X, Ax) < 0 


根据 引 理 7.2.1, 知 系统 (7.2-1) 式 的 零 解 渐 近 稳定 。 
推论 7.2.1 Æ 5,>0(i=1,2,…,7n), 且 下 列 条 件 中 的 任何 
一 个 满足 | 


М 

1) 65> > 1b)! 了 =12 n 
izi 

2) bi > Dy | by | i = 1,2, | 1 
izi 


3) ba > YC by IHI ba D) i = 1,2,.…,n 
©} 


D Das] 

pus ав, i+] bby 1) 
izi 
N 

HRA(272AJ<0 (特别 地 a <0,i = 12… 
k=1 


n), W AES 即 系 统 (7.2-1) 的 零 解 渐 近 稳定 。 

证 :根据 M 矩阵 的 性 质 ,可 知 上 述 条 件 中 的 任何 一 个 蕴涵 B 
(b;),x a 是 一 个 M 矩阵 , 故 定 理 7.2.1 的 条 件 成 立 。 

例 1 考虑 一 个 系统 
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a Е К H ee ai? аф ]rx (t-r) 
x(t) J la af may) jhi “ol оо) 
(7.2-8) 
假设 Dai) + а +а + aD) <0 H 
af} + aff’ а + al? 
“AM dp + 
2)laP |- 1440120 ¿=1,2 H 
(laf? |- 180 da- 129) 
- (la | + app dai + aj |) >0 
WW (Ap ADES 
BAA, ANDES 当 且 仅 当 
1°) ReA(Aot А) <0 
2) Vr>0,V y€ R | 
ы a\? + afp ei 一 ty a 9) + al) eb 
as +a етт аў? + афет — iy 
= 0 
BR 1°)-5 1) 等 价 , 现 证 >) 蕴涵 2) 成 立 。 
事实 上 


LA I>] (a + а Ре — iy) (aD + ае" — iy) | 
— | (a + aP e) (aP + ае) | 
>| af? + afPoosry | | a + a4} coszy | 
- (la [+ 1а |) (10 |+ | af 1) 
>(|a® |- aP) (a8? |- | a8? 1) 
~- (ja + |а|) Caf |+ |asP |) >0 
He AX0, 从 而 (4A,,4i)ES,， 即 系统 (7.2-8) 的 零 解 渐 近 稳定 。 
例 2 “对 于 标量 方程 


dz ayes) + Dalt- n) (0.29) 
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从 定理 7.2,1 可 知 , 若 
N 
#iagl> >) lal Ha<o 


W a € S , 即 系统 (7.2-.9) 的 零 解 斯 近 稳定 。 


` J.H.Hale 曾 提出 了 如 下 问题 ,系统 (7.2-1) 的 渐 近 稳定 锥 是 


否 具有 凸 性 , 即 若 AES,AES, 问 Ar+(1-a)A 是 否 也 属于 S， 
0 委 c 委 1, 这 个 问题 的 意义 在 于 ,如 S 是 凸 的 , 则 可 由 两 个 稳定 的 
系统 进行 凸 组 合 ,可 以 派生 出 无 穷 多 个 稳定 系统 。 


一 般 地 ,答案 是 否定 的 ,除了 纯 量 系统 和 系数 是 对 称 的 系 


61132) o 


下 面 给 出 了 系统 (7.2-1) 的 稳定 锥 是 凸 的 充分 条 件 。 
ЖЕР 7.2.2191 假设 系统 (7.2-1) 满 足 
1a <0 i1=1,2,.…,n 


ШЕРИГ i = 1,2,…,n 或 


2), di [фо + ЬБ)/2 > 0 i= 1,2,…,n 或 
2)3 B( by) nxn 是 一 个 M ЖЕ. 


其 中 БЕЯ 7.2.1 PREX, WER IM 2),q(q = 1,2,3) 
的 系统 记 为 Si) 


则 So CS 且 Siy) 是 凸 的 。 
证 :YA,AESi,YaE[01], 有 


аА + (1 — a)À = (< Узар + (=a) Sa?) 


因为 a < 0， К; <0, 则 


oa + -ajat <0 = 1,2,--, п 


+b; | | by + b; | 
aan Ok > til a ШЫ! 


2 


>Ñ aby + (1 — a)by + aby + (1 а)ба 
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即 аб + (1 а)ба -Flaby + (1 а)Ё + abs + (1— z)5,| >0 
Н аА +(1-а)АЄ 8, 故 S, 是 凸 的 。 

SiCS 在 定理 7.2.1 中 已 证 。 

类 似 地 ,能 证 明 S CS 是 西 的 。 

SCS 已 在 定理 7.2.1 中 证 明了 , 现 证 S, 是 凸 的 。 

VA,AES;, VaE[0,1],a% <0, al <0 ,有 

aa + (1 — a)a® <0, a € [0,1] 

因为 BB 是 对 称 的 , 则 «В + (1- о) BERR, hE 

个 M RK аА +(1—ев)АЄ 5», 因而 S; 是 凸 的 。 


83 常 系数 线性 中 立 型 系统 [130.132] 


考虑 一 般 常 系数 线性 中 立 型 系统 
Aixa) - Ў Выб - Yp r) |= Aox(t) + Ак - Уш) 
(7.3-1) 
其 中 В, fin х п 实数 矩阵 ,其 它 记 号 与 (7.2-1) 式 中 相同 。 
为 了 研究 (7.3-1) 式 的 稳定 性 ,首先 研究 差分 系统 
x(t) 一 “Bali = уг) = 0 (7.3-2) 
(7.3-2) 式 的 特征 方程 为 
e(A,r,B) = det | I _ > Be |= 0 


ЖУ 7.3.1001 称 系统 (7.3-2) 式 是 关于 (7 ,B) 一 致 浙 近 稳 
TEN Ж 

{RedA:e(A,r,B) =0} 01-8, + о] = ө (7.3-3) 

定义 7.3.2” 称 系统 (7.3-2) 式 关于 (x",B) 是 局 部 浙 近 稳定 ， 

车 存在 x* 的 一 个 邻 域 U(r”) 使 得 YrE U(r') 系 统 (7.3-2) 式 关 

于 B 是 浙 近 稳定 的 , 若 对 每 个 .rE (R*)M, (7.3-2) REF (r, 


B) 是 渐 近 稳定 的 , 称 为 (7.3-2) 式 关于 B 全 局 渐 近 稳定 。 
注意 :请 读者 注意 这 里 与 Ляпунов 意义 下 的 渐 近 稳定 ,全 局 
渐 近 稳定 是 有 区 别 的。 
下 面 来 介绍 如 何 判定 这 种 稳定 性 。 
1- >) 1a i= j,i,j = 1,2, 
令 75 š 
1- >) 1 a | iAj,i,j = 1,2,5 
(7.3-4) 
定理 7.3.1 0] #05), „2—10 M 矩阵 , 则 (7.3-2) 式 是 
关于 B 全 局 浙 近 稳定 的 。 
HE: V (6), 1(0)121 


N N 
| (8) – >) Ье? 1221 p(O) 1- 2) |Р | 
k=1 =1 


>1- > oP 1>01- руе 


根据 引 理 7.2.2.7.2.3 可 知 
det| 4 (0)I 一 >) Be? |520 
即 (7.3-2) 式 关于 В 是 全 局 渐 近 稳定 的 。 
推论 7.3.1 E 


n N 
SM oP ict i=1,2,-n 


ow 


或 эрэ ID I<1 了 =1)2 
则 (7,3- 2) 式 是 关于 B 为 全 局 渐 近 稳定 。 

在 讨论 中 立 型 方程 (7.3-1) 式 的 稳定 性 时 , 恒 设 (7.3-2) 式 是 
一 致 渐 近 稳定 的 。 
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下 面 来 研究 中 立 型 系统 (7.3-1) 式 的 稳定 性 , (7.3-1) 式 的 特 
征 方 程 为 


N 
g(a,r, A,B) 9 ед (I — У) Ве Өк) 


№ 


- Ao = 2 Are | (7.3-5) 
这 里 A = (A,A... . Ам) B = (Bis, By) 
定义 7.3.3 ” 称 系统 (7.3-1) 式 关于 (>,A ,了 B) 一 致 渐 近 稳定 ， 
# 
{Ra,g(A,r,AB) = 0} 011-0, + ео] = $ (7.3-6) 
定义 7.3.4 ”对 于 给 定 的 ER), Ж 
S.=|(A,B)€ RNID x RVD 33B(7.3-1) 60, 
A, B)Xt у = ar’ , 220 是 渐 近 稳定 的 } 为 关于 rx" 的 渐 近 稳定 
锥 。 
S 5=[115,:Є(К*)М} 为 浙 近 稳定 欠 。 (7.3-7) 
引 理 7.3.1 对 于 (7.3-1) 式 , (A, BES, 的 充 要 条 件 是 


1) Re[(I- YB) MAl<o (7.3-8) 


2) g(iy,a,r,A,B) 50 对 所 有 y € К,у з 0,о 之 0， 
(7.3-9) 
这 个 引 理 如 同 引 理 7.2.1 思想 是 简单 的 , 故 略 去 证 明 。 


‘ N N 
. : N > \ 
Ja) + iy 1- DD 1 00у 1 у | аф? | 
k=1 k=1 
i = ј = 1,2,,n 
y У, 
. ) 
-X igw | — > | al® | 
- £ 


1 
Æji, j = 1,2," M 


ШЕ 


(7.3-10) 
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10) = (1 - 21 Bx) Ba (7.3-11) 


~ — Ó; t= 7 = 1,2,- 
wa bei etd, 
定理 7.3.2 1101 车 对 所 有 yE К, а20,2(0;), х, М 
ЖЕЕ, Н (75), М ЕЕ, ДКА, В) Є S,, 即 (7.3-1) 式 
是 全 局 渐 近 稳定 的 。 | 
证 :根据 定理 条 件 及 引 理 7.2.2 引 理 7.2.3 我 们 易 证 
g(iy,ay,A ,B) 


© det[;y(I _ Уве бат) 一 - Улез iYrer ] 0 
对 所 有 的 a 20 和 JER, 从 而 引 理 7.3. 1 的 条 件 2) 成 立 。 
又 由 了 (六 ) xs 是 一 = м=р, (9; ) bba xE AY, BO 
Real c= BY Dal <0 (7.3-13) 
引 理 7.3.1 的 条 件 1) Rea. RECA, B) ES, « 
推论 7.3.2 车 下 列 条 件 满足 


1)[- a ~ | > 3) >) [onl + Ў аен a] 
=1 i= 


j=l k= 


(7.3-12) 


j= 
jz 


2)- > Don, = 142,777, BJ (A,B) ES, 即 (7.3- 
j=l 


371 
1) 是 全 局 渐 近 稳定 的 。 
证 :易于 验证 引 理 7.3.1 的 条 件 满 足 。 
推论 7.3.3 若 下 列 条 件 成 立 


ЖАР Ж орг ИДЕ 
- ja 


l ASD. 
BSS lel | Pinta: 


2) 推论 7.3.2 的 条 件 2) 满 足 。 
则 (A,B)ES,, 即 (7.3-1) 是 全 局 稳定 的 。 
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证 :因为 


(0) ' 
|— a + iy |= (aM)? + у? > 18s |l Ly | 


Vi р 
> У) |I b{Piy |+ SS СДР Га) | 


j=l k=1 j=1 k=1 


故 推论 7.3.2 的 条 件 全 满足 ,从 面 推论 7.3. завая. 
下 面 令 


аа (1 D Bete) x (Ag + DA) 
ИЕ WA ss ü 
PTH [el #ж®),у,у)=51,2,+з›п 
仿 定理 7.3.24 可 证 。 
定理 7.3.3 若 (7.3-1) 式 满足 : 
1) 定理 7.3.1 的 条 件 ; 
2) (#)„х„&—1 М ЖЕЕ; 
3) (9; аха М ЖЕЕ. 
则 CA, BES, 即 (7.3-1) 式 是 全 局 稳定 的 。 
J.K,Hale 兽 提 出 中 立 型 (7.1-2) 式 的 渐 近 稳定 锥 是 否 为 是 
集 , 国 答 是 否定 的 ,反例 如 下 11301 ， 


例 1 
EO + Bx(z — т)) = Aox(t) + Ayx(t ~ т) 
N=1,n =2 x Є Е? (7.3-14) 
By 
12 о) |22 °] 加 0 ] 
(1) AQ) = АШ = 
B lo 12 0 4 -2 ! 6 -1 
13 0 -2 4 -1 6 
5-80 ат 023] эе А 
В 0 13 0 0 -2 ! 0 -1 


可 以 验证 (A89,Af?,BW)ES， (AP. AP BES 
取 r=} 
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— pO) _ о) 5 
В = „В + (1— r)B 151 
-2 2 
Ao = rA§? + (1 - r) A? = | | 
2 -2 
-2 3 
А, = rAs) + (1 一 r)A = А | 
-60 75 
Ral -BYA + Ау) Је Ral хо 
75 -60 
7 7 


故 (А B)ES, 从 而 S PEDE., 
故 为 使 中 立 型 渐 近 稳定 锥 是 凸 的 , 尚 需 加 条 件 。 
EA 7.3.4101 对 于 纯 量 中 立 型 方程 


EO- Biet- %)]= azl) + Vart- у) 


(7.3-15) 
5 是 凸 集 。 
证 :根据 文献 [132] 可 知 (a,6) € S, 当 且 仅 当 下 列 条 件 成 


Wo 
N 
1) Xl 1<1 
k=l 


N N 
2) Ja <0, >) la I<! ao! 
k=1 k=0 


今 选取 a? bP (i = 1,2,…,N,j = 1,2) 使 满足 条 件 1)、 
2), FRA ao? < 0, WF 0< r <1# 


Ур + (1 е) |< У |60 |+ (1 о> | oY | 
k=1 k=1 
N 
< max| HLE 2181 |< 


N N N 
Sa DO- ар = Saf! +(1- na < 


一、 
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N N N 
yl rae! + (1 ra | Tal |+ G - r) dy I af? | 
=f k=1 


k= 


> 


<rlaj?|+(1- r)|a??| 


= | raf + (1 = а 


这 意味 着 S 是 凸 的 。 
E 7.3.5130] 在 (7.3-1) 式 中 设 В, # diag (bH, ..., 


b)), HWE 
N 
MOP <1 i = 1,2, n 
k=] 
2) а0<0 =1,2,— 


ПЕТ, {= 125 


k=1 j= 


M Si 为 满足 1) 2) 的 (A,B) 全 体 , 则 
(A,B)ES,CS, 5; 是 凸 的 。 


E:S 
— 1. (Ja®]- У) 
1- X lep 和 
>| 
i = j= 1,2,7, 
dy £ OAE U (7.3-16) 
жо (20а?!) 
1- N 1 pP k=0 
2! 
152 ],1,) = 1,2,: n 


由 条 件 1)、2) 及 引 理 7.2.2, 引 理 7.2.3 ШЕ S,C S. 

现 只 证 S, 是 凸 的 。 

WAY, BVIES, (A BYES, 4 

(A,B) & (УА + (1- A)AQ) УВО + (1— 7) B?) 
0<y=<1 


def 
Hi = 
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(Грае + - ae] У) | rah! + ( — Dag” |) 


N 
1- 51000 + (1 у 


k=1 


N 
= (25 раи += rape ) 


N 
1- 319 +(1- ree” 


k=1 


ij i,j=1,2,.,n 


(7.3-17) 


> |G + (1 - у) БР |< y>; [oy |+ G — у) 
k=l 


N 


N 
УЗЫ ах, өе) а (7.3-18) 
k=1 k=1 


因为 af?<0 ј=1,2,--, 则 
yal + (1— mn <0 i=1,2,-+,n 


lat +- ya?” | = pla? |+ (1 у) [49| 
N n 

> yi > jalp] + x УУ КЕДЕ У) la |] 
kei j= = É 1 in 


>> ya + (1 — ya?” | 
=] 
says = ya? | 


故 定理 7.3.3 ; 的 条 件 满足 ,从 而 Si 是 凸 的 。 
7.3.6] 设 肥 =diag(b 人 人) k=1,2,…， 
N, Ë. 
N 
DALIPI i=1,2,,n 


k=l 


2) a <0 i=1,2,-- n, AC py) nxn Е КЕЕ 
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we 
M (A,B)CS.CS, H S, 是 凸 的 。 
证 :用 定理 7.3.5 类似 的 方法 可 证 S,C-S, 今 证 S, 是 凸 的 。 
ү (А BYE S,,(A®,B? YES), 考虑 
(А,В) = (VAS + (1- A, УВ? + (1- B®) 
取 (7.3-17) 式 , 故 (7.3-18) 式 成 立 , 故 定理 7.3.s 的 条 件 1) 成 立 。 
因为 a 9 <0, WA 
| yafl- +(1 — y)a 2: .0) 
- (frat? + = а | 


一 У | уа + (1 - ya | ) 
>т +- К 
-7X la” - -DY lag” 
Yup = def 


(y| оа) 


1 Ўто +(1- noe” 
< k=1 
- y> |a 


N 
1- У wy + (1- у) | 
k=1 


(1— eP Š 
(a - у) |429 1-1 - ny |a) 


N 
-DIE +(1- ree” 


k=1 


ауа 


N 
1- >) FP + (а-у) | 
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AAUP) Cu ) 是 对 称 正 定 的 ,对 于 yC [0,1], I 
CP), C= у) 2) Cre + = y) Co? )) ET HR IE 
定 的 , 故 S, 是 凸 的 。 


Š 4 Ляпунов ў 116—167] 


x PERE TE AY Ж Л SEO} y 2 BY FE HE, Ляпунов M 
ЖЕ „Ляпунов Z PAT 38: — RATE. 

为 了 不 使 符号 的 繁杂 而 掩盖 了 主要 的 思想 ,宁可 考虑 比 (7.1 
10) 式 更 简洁 的 系统 


— = f(t,x(2),x(t - z(t))) (7.4-1) 


这 里 x€ R" fE CLIX R*X Е",Е"] f(t,0,0)=0 
О< т(;) < oo 


对 于 (7.4-1) 式 ,可 以 完全 仿照 前 面 关于 常 微分 方程 的 稳定 性 基本 
定理 证 明 以 下 定理 (详细 证 明 留 给 读者 作为 练习 )。 
定理 7.4.1 ЖЕКИ Gy 8 1 (t,x), e200 ll x || <H! E 
存在 正定 的 函数 VG ,x) 使 得 
D* V 174) < 0 


тунш ЧУ oao = бу + D оба хб) хб = e DDO 
则 (7.4-1) 式 的 零 解 稳定 。 | 

定理 7.4.2 若 在 某 区 域 Gu 上 存在 具有 无 穷 小 上 界 的 正定 
函数 V(z ,x ) 使 得 

D V la. < 0 

жыйа SY 104D = 57 + >) з PATON r(4)) <0 
нана 致 稳定 。 

定理 7.4.3 若 在 某 区 域 Gr 上 存在 具有 无 穷 小 上 界 的 正定 
函数 V(t ,x) 使 得 
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D* V |та «ойж 


йш TE тоа = бү Ж?) Ур, ele) x(t ele Due, 


则 (7.4-1 REER 一 致 渐 近 稳定 。 
# Сн = R" WEE 7.4.3 的 结论 为 全 局 一 致 淅 近 稳 定 。 
定理 7.4.4 ЖЛЕ Gy ЕРДЕ V( t,x) EC CLIX Gn, R] 
满足 


1) Was *)<RCH) || x| x€ бн 
2) $V У л 0<-сУ(1,х) c>0, 则 (7.4-1) 式 的 零 解 指数 
稳定 。 


E Gy= R" , 则 定理 7.4.4 的 结论 便 为 全 局 指数 稳定 。 

定理 7.4.5 若 存 在 函数 (Е, х) Є C[Gp, RE VCG, 
0)=0, A 

1) 对 cto 在 原点 任意 邻 域内 有 V >0 的 区 域 存在 ; 

2) 在 区 域 V>0 F, V, OHA; 


3) te v>0 ЧУ Y сар: 


则 (7.4- тн КЕ, 
例 1 考虑 一 个 非 线 性 时 洲 系 统 


zl + (2 с) + 20000) T(t — r)ralt = с) 
T =- 3z.(t)z (z — r)za(z — т) = z>(2 + sinz((t - r)) 
(7.4-2) 
的 零 解 的 稳定 性 。 


作 V(x) = (323+223)2 则 它 是 无 穷 大 正定 的 。 
AV | an = За + 0306 0) -2z3(2+ sinzi(t = t) 
<L- 327-223 < 0 当 x 关 0 
故 (7.4-2) 式 的 零 解 是 全 局 指数 稳定 的 。 
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一 般 地 , V 函数 的 导数 9 的 表达 式 中 既 含 有 状况 变量 zi， 
жд, ка, CEA AS AAR A Е xilt rlt) ear, lt- r(t)), 
判定 9 的 负 定 ,往往 相当 困难 ,一 种 克服 这 个 困难 的 方法 是 判定 
GET 2а PARTE (0) sox, (Oa (t= ee) (0 el) 
的 负 定 , 然 后 由 全 体 变 元 的 负 定 ,推出 关于 部 分 变 元 x1 (1)… 
xs(z) 的 负 定 ; 另 一 种 克服 这 个 困难 的 方法 是 后 面 要 介绍 的 
Разумихин 型 定理 。 

定理 7.4.6 

ПЕТЕР У (г, х) Є C[ Gu, R* 1 oy, фЄ K EE 
Сн 上 成 立 。 

ф(х < vx) < px) 

2) V(t,x) 沿 (7.4-1) 式 的 解 的 Dini 导数 满足 


Dt V(t,x) la › = = “а ГУ +A, x(t +h ,X0)) 


一 Ce] 
=< g(t)F(V(:,x(t))) 
4 ү(2.10,х(:+0))< V(r,x(z)) (7.4-3) 
ИФ F(V)>0,34 V>0,F(0) =0 
3) 
tim f БЕЗ sate (7.4-4) 


ахь, (>, | + @g(t)dt=M>0 
则 (7.4-1) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 
证 : 作 方 程 


dF(y) g(t) = gl) +1 


由 条 件 3) 可 知 存在 yo >0, 使 得 


ed — 
„ЕСУ = М м = |" в (2): (7.4-6) 


эү 074-5) 
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Ж y(t) AC7.4-5) 2, у(го) = уо >0, W 
Г 5 = КЕ < [кб <M -| FO FO) (7.4-7) 
故 0<y(t)<e tt 
今 取 0< 8 < уо, 及 pa(6)< у, (7.4-8) 
Be OT BC te PR (2) Е | 
El <ë 
下 面 证 (7.4-1) 式 满足 初始 函数 ‖& | <š (г) E xl, 
to, £) 使 得 
V(t.x(t)) EV < y(t) t>to (7.4-9) 
若 不 然 , 则 存在 >to 使 
Vit)<yG) <А 
Vit) = ylti) 
及 存在 0<rK1, ВЕ, (i= 1 2,…) оо Є, 
x +r] & V(t) yt) 
由 上 极限 概念 知 


D* VDS], t =g(t)F(y(2))=g(t)F(V(t,;)) 


(7.4-10) 
而 V(6)< V(t,) ti r<ë£<t 
рї у(11) (1) Е(У(1)) <) ЕС(И( А) (7.4-11) 
这 与 (7.4-10) 式 矛盾 , 故 (7.4-9) 式 成 立 。 
于 是 px 10<У()< 60) <<) 
从 而 |x(t) 1 <е Eto 
因 S< yo Sto 无关, 故 (7.4-1) 式 的 零 解 为 一 致 稳定 。 
推论 7.4.1 若 
1) 定 理 7.4.6 条 件 1) 成 立 。 
2) 定 理 7.4.6 的 条 件 2) 换 为 
D* V(t,x) \(т аз) < 0 


319 


则 (7.4-1) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 

这 就 是 Pasymuxun 定理 并 用 于 微分 差分 方程 系统 (7.4-1) 的 
零 解 稳定 性 的 情况 。 

定理 7.4.7 假设 下 列 条 件 成 立 : 

1) 定理 7.4.6 的 条 件 1) 满 足 ; 

2) 存在 非 负 连 续 函 数 F(z,x), 轨 (t,x), 使 Yo>>0, “ixl 
>å, ttf | 

F(t, | х() 1) > (1,0) >20 及 (7.4-12) 


[оа + оо (EF ty 一致) 当 — oo (7.4-13) 


3) 存在 连续 非 减 函数 P(s)>s, 4s>0, 
当 V(t) - r(t) x(t- r(t)) SP, xa) 有 
(7.4-14) 
D* V(t,x(t)) lga- S- F(t,x(t)) (7.4-15) 
则 (7.4-1) 式 的 零 解 为 一 致 渐 近 稳定 。 
证 : 记 x(t) S x(t,t0,¢), уун, x(t)) 


因为 ~F(t,x(t)) < >——r z- VO) 


故 定理 7.4.6 的 条 件 满足 ,从 而 (7.4- ую язу. 
再 证 零 解 为 一 致 浙 近 稳定 。 
Yo<e<H, 38>0, 当 始 函数 |g| <8 有 |x(z0)| <H А 
V(t, x0) < goley) ¿Z to 
V7>0 7 < min(e,,6) 
使 得 0<ф1(7) < e@(e) 
现在 要 证 3 гу, 4 ity 时 有 |z(|<3 
为 此 , 令 
a = inf[P(s) — s] > 0, 4 gi (7) < s < ICIN) 
又 存在 o >0, 使 得 1 ()22ф(а) 20, 故 当 
pal || x(to) || )22,(7)Z:9;(a)>0 NA l| x (to) || So >0 
及 Еб, Со) DSEG, e) + (7.4-16) 
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设 N 为 正 整数 ,使 
@i(7) + Na È glei) > @í( m) + (N - 1)а 
(7.4-17) 
则 必 存 在 Titt r 使 得 
V(T)) < gly) + (N - 1)а (7.4-18) 
若 不 然 , 则 有 
Vit) > фр) + (N – 1)а £ to + r 
而 P(V(t)) 2 V(t) +a > e@,(?) + Na 
2 plei) > VE) 4t-r<géct 
因为 pa || x(t) |) > Vie) > e (7?) > g0) 
| х() | So, BAH 2),3) 得 到 
Dt V(t) S- F(t, || x(2) Il) <- 0,0) t> t +r 


MEV) < Vl +r) -| (в, 0)аз >= oo, r — eo, 


这 不 可 能 , 故 (7.4-18) 式 成 立 。 
由 于 D* V(:)<0, 故 对 一 切 Z= T,,# 
V(z) < (7) + (N - Da 

重复 上 述 方法 , 必 有 T. TN, 使 ` 

Vit) < e@x(7) + (N -i)a t = T, {=2, N 
随 之 有 | 
ф(х) Vl xa) p(n 2 Ts 
ix 1х0) Sy t Z Ту 
由 于 7 的 任意 性 , 故 (7.4-11) 式 的 零 解 一 致 渐 近 稳定 。 

推论 7.4,2 ”假设 定理 7.4.7 的 条 件 成 立 ,而 F(z, || x(t) ||) 
=Ap(:)W(| x(t) l), 0) 20,2220, 且 对 任意 的 8>0, F 


E a (P) >0, 使 | (5)а5 > Bt > n + a (B) 一致 地 成 立 


(与 12210220 无 美 ), 则 (7.4-1) 式 的 零 解 为 一 致 浙 近 稳定 。 
特别 地 取 (г) 1, 推论 7.4.2 的 一 切 条 件 成 立 , 则 (7.4-1) 
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式 的 零 解 一 致 渐 近 稳定 。 

这 就 是 泛 函 微分 方程 渐 近 稳 定性 的 Разумихин 定理 在 微分 
差分 方程 方面 的 情况 。 

例 2 ”考虑 一 个 二 维 时 滞 系 统 


= =— 3: (t) + apxt) +0 — ғ(1)) + T (t — r(t)) 


= = аз121(2) 一 42,(1) + Sat 一 r(t)) + Jal ~ т(2)) 


(7.4-19) 
研究 零 解 的 稳定 性 (其 中 anaa NEAM). 
{Е Ляпунов В 
V(zi,z2) =| zi 1+1 zl 


D* V(zisz2)lgasi 0-3 + lant) lat)! 
+(—4+|apl)|z>(t)| 
+izri(t—zr(t))| + |z,(t-—r(z))| 

<(-3+laxl)l|z((Gt)1 
+(—4+ [а 1) 12202) 
+|zi(t)|+ 12002) 

= (2+ [а211) 12102) 
+(—3+lapl)|z>(t)1 

当 lay(t-—r(t))| +la.(t-r(t))| 

Slzr(t)| ао (2) 

故 根据 定理 7.4.6 的 推论 7.4.1, 当 |az 1<2, lanl S3 ,(7.4- 

19) 式 的 零 解 是 稳定 的 。 

当 |az <2, lay|<3, 根据 定理 7.4.7 的 推 抢 可 知 (7.4- 

19) 式 的 零 解 为 一 致 新 近 稳 定 。 

事实 上 , 令 2-|а| =, 3~ [арі = е: 
取 Р(5) = (1+ 二 min(elve))S 


于 是 4 Vlait r0), e0 = ri) «РУСА (2), 
x(t)) 
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A D* V(zi,z2)|<(—3+|asl)|=zi(z)| 
+(—4+lapl)|]z;(2) 
St lay(e-r(t))| + |zy(£-—r(z))| 
KC— 3+ laa 1) 12102) 
+(- 4+ 211) 12(2)1 


+ (1+ Fmin(e1,e2))( læ) )| +|=>(z)|) 
<(-3+fe+ laznl)|zií(t)| 


+(-44 e+ Jan Dle) 
<0 x x? + r30 
H V(eai(g-z(t),zə(£—z(t)))SeP(V(mi(t),z2(z)) 
故 (7.4-19) 式 的 零 解 为 一 致 浙 近 稳定 。 
йз нж 
和 =- aha) араз) + buxi(t = rl) 
+ byyto(t — r(t)) 
2 = 2apzi(t) — ааб) + buz (z (0) 
+ bzzz2(t — r(t)) 
(7.4-20) 
给 定 参数 变化 范围 ,使 之 保证 零 解 的 稳定 性 。 


作 Vlar) = zl + Aah 
av т.420) =- 2ajyx4(t) — ag ri(t) + 2bnzi(t)zi(t — c(t) 
+262102) 220 — т(2)) + by rat) a1 (t т(2)) 
+ byx7(t)x2(t — T(t)) 


<- 2а1үх1{(\ї) 一 ax (t) + bi, z2(t) + at 一 r(t)) 


+ 202500) + ае = (1) rC) 
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a EB AG) + ае то) 
2 
+ 22300) + z(t- #00) 
2 2 
- [2а — bi — 20% ]z1(2) 一 Ë _ Е _ 22) 
h(t) +2V(z (t — r(t),22(t — r(t))) 
<- [2а — bh ~ 26% — 2) x7(2) 


b 65 
- [ap -2 -— 92 — 1]23() 


2a} 2b} + 263,-2 
н) вњ. 时 ,系统 (7.4-20) 式 的 堆 解 稳定 。 


224 + 2 

当 上 述 两 个 不 等 式 都 取 严 格 不 等 号 时 ,可 仿 例 1 的 证 明 能 证 
系统 (7.4-20) 式 的 零 解 全 局 渐 近 稳定 。 

下 面 介 绍 Красовский 引进 Ляпунов 泛 函 来 代替 Ляпунов РЁ 
数 去 研究 稳定 性 ,这 种 思想 和 方法 成 了 泛 函 微分 方程 稳定 性 研究 
的 主要 方法 之 一 。 

引进 以 下 CI- r,0] 空 间 连 续 函 数 的 几 种 不 同 函 数 。 

{ х5). = sup Í z! 


1 гл 


КОРЕИ еи 


\х = sp imi 


n 
lx], = | Уух? 
N isl 


定义 7.4.1 YR У(ғ,х(5)), >to – r< s<<0 称 为 正定 
的 , 若 存在 pg1 CK, 使 得 o ( [| x(s) | )SV(:,x(s)), HVC, 
x(s)) 是 具有 无 穷 小 上 界 的 , 若 存 在 o € K WV, x(s))< 
gal Il x(s) 1.) 

类 似 地 可 以 定义 泛 函 V(z,z(s)) 的 负 定 性 , 径 向 无 界 性 。 
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以 x,(&) 表 示 (7.4-1) 式 满足 初始 条 件 x (2) = (2), - r< 
<0 的 解 。 

定理 7.4.8 EE Сн= |(t,x) |x(s)|]| <H,t2 to) Е 
TER BRAD ЕЯ ЕДЕ OV(1,x(5)) ( — r<<s<00,z2>;0), 
使 得 沿 (7.4-1) 式 的 解 求 V(z ,x(s)) 的 Dini 导数 。 


D? VEXED loan” ба СУСЕ Hh, x aC) 
А0 


= V(t,x,(6)))<0 (7.4-21) 
则 (7.4-1) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 
证 : 设 存在 pp EK, WE 
o (| x(s) |) < VG:,x(s)) < ф›( || xs) ||) 
Ye >0(0< e< Н), Ж le) > 0, 使 得 
Ф208) < p1(e), 于 是 当 | 205) | < 9 时 ,有 
ф( || х,(&) | < V(z,x,(6)) < V(to, х, (€)) = V(to, €(5)) 
< e,( || El ,) < ;(д) < pile) 
从 而 lx (2) ll p<e 
故 (7.4-1) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 
定理 4.7.9 EE Сн 上 存在 具有 无 穷 小 上 界 的 正定 泛 商 
V (1 ,x(s)) 使 得 沿 (7.4-1) 式 的 解 V (t, x (s))BJ Dini 导数 是 负 定 
的 , 则 (7.4-1) 式 的 零 解 一 致 渐 近 稳定 。 
证 : 设 存在 ol,22EK, 及 正定 的 W ,使 得 
gC x ) SV, x)) < ga EOL 
Dt V(t,x(s)) (тал) SS- W(x(0)) (7.4-22) 
由 于 定理 4.7.8 的 条 件 已 蕴涵 定理 4.7.9 的 条 件 满 足 , 故 (7.4-1) 
式 的 零 解 是 一 致 稳定 的 。 
现 证 一 致 吸引 。 
V 7>0, a(n) 20,189 
etl ,Vt xs)) < int _ VU xls) 12210 


кее "IB 


(7.4-23) 
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现 证 存在 工 >0, 34,⁄"= L +T, 有 
il x,"(£)] „< об) 
BARR BA | 
on < 1501. SH, S а = ,inf _ W(x) 
故 在 o< || x | SH LA 
Dr V(t,x(s)) S- 
从 而 对 一 切 tz 宇 to, 有 下 列 不 等 式 
V(z,x,(8)) < V(to х, td) -alt = to) >to Bt оо 


故 存在 T<F vinr (£) + ato 
使 得 are l<), 故 当 t>ttT 有 
lx ll < т, 而 cz(07) 不 依赖 于 zo。 

故 零 解 是 一 致 渐 近 稳定 的 。 

定理 7.4.10 

1) EFTER V(t ,x(s)) 及 gp1,9p2,W1,W2K ,和 正定 函数 
满足 

V(¿,x(s)) < 2 (| x(0)] ) + pal || x(ë) 12) 
V(z,x(s)) > Wi( || x(0) 1) 

2)D`V(t,x(s))|o I. < Wal | х(0) 1) 
则 (7.4-1) 式 的 零 解 一 致 渐 近 稳定 。 

证 :可 以 仿照 定理 7.4.8 和 定理 7.4.9 的 证 明 完 成 此 定理 的 
WEH , o 

а 考虑 7 LA RAHN ГГ 


d = Ax(1) + Be(t — z) (7.4-24) 


其 中 RE Rr. А.В 均 为 n Xn 常数 矩阵 ,r= const>0 o 

此 方程 的 零 解 的 稳定 性 ,可 由 特征 值 方法 解决 , 现 不 用 特征 值 
法 而 用 Ляпунов YZ Ak o 

设 A 稳定 , 故 任 给 一 个 nx n WEEE О, Ляпунов Ж 
阵 方 程 
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АТС + СА =-D 
有 对 称 正定 矩阵 解 С, x ,选取 一 个 对 称 正定 矩阵 Gx, 。 
选 Ляпунов 72 e& 
V(x) = xTCr + | xT(s)Ge(s)ds (7.4.25) 


IY лз = 700) De (t) +2x7(2) CBe(t = r) 


+ x1(t)Gx(t)-— x? (2-1) Gx(t-1)(7.4-26) 

把 上 式 右边 看 作 是 关于 x(t). r(t- Tr) MOK, Ae 
A,B 附加 条 件 , 使 之 可 求 得 C、G ,使 上 面 二 次 型 (7.4-26) 式 负 
定 , 从 而 (7.4-24) 式 的 零 解 渐 近 稳定 ,为 此 ,只 须要 

D-G B | 

| ыс o | 负 证 便 可 使 (7.4.24) 式 的 夫 解 靳 近 稳定 。 

其 中 ,这 个 条 件 还 可 以 减弱 ,只 需要 上 述 二 次 型 关于 x(t) Л 
定 就 行 了 ,没有 必要 关于 x(t) xlt- r) RE. 


$ 5 一 类 分 离 变量 的 非 线性 微分 差分 方程 [37 


分 离 变 量 的 非 线性 微分 差分 方程 组 是 自动 控制 \ 神 经 网 络 中 
常见 的 系统 ,本 章 介 绍 一 类 非 线性 分 离 变量 的 系统 及 研究 这 类 系 
统 经 典 的 Ляпунов Z РГ 

考虑 系统 


T = Daal) Ga (0) 


+ Уы, —r(t))) ¿= dyn (7.5-1) 


1 аа), (ЄСЇП, R], (х) Є ((— о, ©), RIG,R= 
эп) 。 设 (7.5-1) 式 的 Cauchy 问题 的 解 是 全 局 存在 唯一 的 。 
A 
定理 7.5.1 若 (7.5-1) 式 满足 条 件 : 
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1) (хь), x, > 0,24 z, 0,f,(0) = оС) = + 


2)r(z) WHA 1-т()>8>0 
DIEM = N(n - 1)] Vë > nW, 其 中 
-Me max | sup а:(1){<0 


1и Є] 


мол р |а || 


1<&А<я «ЁШ В 
w = max {вир 0200) 11 
则 (7.5-1) 式 的 零 解 全 局 稳定 。 
证 : 取 = [М-Л 则 由 条 件 3), x >0, M 
Ляпунов і? EÉ 
V(x(@),t) = >| adda, + mal Улс + 0))d0 


SBIR |x| eo, V(x(0),t)—> +9, V(x(0), t) 正 定 , 沿 (7.5- 
1) 式 对 VV 求 导 


ae 1(7.5-1) = > fila) ча + yn D (ау) 


- ил[ ñC G -r(t))) JEI + «(2)] 
= Ya Maile) 


DAN 


i=l k=1 
ik 
+ SLAC) Da fz- r(2))) ] 
+ pn[ Y) Ca (0) ] 


- pn UAL ~ (2))] [1 - (1 
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Ë Nin =) _ hID Ra] 


n n k=1 


一 wy) | f(z;(z)) 11 Саре r(t))) | 


+ Eun е) Rl - z(a) J] 


< [М М0 яс) 


n n 


-WY Y I дб)! AC (t = r(0))) | 


+ mpd[ У Сабе z(2)))] (7.5-2) 
(7.5-2) 式 的 最 后 一 个 和 式 是 n? 个 形 如 
(M АЕО 


[|%(хк(а— z(z)))|(+ oft (a, (t z(t))))]| 


(;,&=1,2,;л) (7.5-3) 
的 二 项 式 之 和 。 
因为 и = + L|M Nin) р>0 
аала 


[MNG D „ра[м марзи 


故 (7.5- 3) 式 中 每 个 关于 fia (4)) Alel -A СОАК Е 
项 式 均 是 关于 f;. f, 负 定 的 ,从 而 

los fi(zi(r)), (z = ENE. 
今 由 条 件 1) .2) 可 知 
[М N(a- Јас) 


n 


— W || f,( <; (t))| PACA CS r(t)))| 
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+ uf a(t —r(1)))]| <0 (7.5-4) 


当 目 仅 当 = 0, (7.5-4) 式 取 等 号 ， 
>) Ala) #0, МН 23 40. 


ЖО оз RF x 负 定 ,从 而 (7.5-1) 式 零 解 全 局 稳定 。 

若 在 系统 (7.$-1) 中 ,时 灌 r(t)=r=const, 定 理 7.$.1 中 条 
件 中 2) 自 然 成 立 , 则 有 

推论 7.5.1 Ж 

1) 定 理 7.5.1 的 条 件 1) 成 立 。 

2)M-N(n-1)>2W 
则 (7.5-1) 式 中 当 т(т)= т = const 时, 零 解 全 局 稳定 。 

下 面 考虑 不 确定 系统 

FE = Doan) + Зва, = 6000) 

+ gilt xilt) ealt), at, — t(t)) x(t - r(t))] 

(7.5-5) 

其 中 alt), 602), Р(х), c(t) ЫЖ (7.5-1) FREAR , FF 
Sah с 的 具体 形式 是 未 知 的 , 仅 知道 满足 下 列 有 界 性 条 
件 : 


| ф(Фәхлу, Z a V1 Yn) |< ald | f(xy) I] 


+ „ГУ ADI] а= 002, (7.5-6) 
其 中 r,8 为 非 负 常数 。 

定理 7.5.2 若 (7.5-1) 式 满足 : 

1) 定理 7.5.1 的 条 件 1); 

2) 定理 7.5.1 的 条 件 2); 

3) (M-N Dai >w + r) 
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其 中 M、N Wo 为 定理 7.5.1 所 定义 。 
则 (7.5-5) 式 的 零 解 在 р 持续 摄 动 下 是 全 局 Robust 稳定 的 。 
TE: RR j= [М М1) 8| е >0 


n 


作 正 定 的 径 向 无 界 的 Ляпунов ZZ K 
VE), = >] Alada + paf DACO + 2) a0 


XY (7.5-4) = = Sheed) S Fri + [PD Anil) 
- РУДЕ ~r(z))) Ja- (z) ] 
< as (a) ано) 


+ > Daal ie (2) fi( zalt)) 


+ DR a - т(1))) 

+ [> | f(ai(t)) JÈ | f(a; — c(t) 1] 
+S лао ILD 1 Glee) 1] 
+ pn УС) 

- [S fate = ee] ro) 
Сш к-во] 


(WH NDS AED I Ga (a — e(8))) | 


<- 


+ ng(1— Han Salat = 00) ]} 
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< 


|м -Net fe pe SAGO) ] 


(WIYE У fC) I fmt 2(2))) | 


+ па Сак ~r(t)))]} 
(7.5-6) 式 的 最 后 一 和 式 是 n? 个 形 如 
MM pte 

-WIS lalt) 


| fe(ae(e — z(t)))| + ада (t T(t))) | 
i,k=1,2,:: n (7.5-7) 


的 二 次 三 项 式 之 和 。 
нз аммад on 
Е М№п-1) в|>0 


1 |M_ мар) 
[м _N(a=D р], -[М- 3920 _ pfa 


А 8|=3 n n 
n n n n 


>(wir)y 


(7.5-7) 式 关于 files t)) fal an (a — h(t) ) SRE DATES | 
关于 С (0) (a G 8009) (i,h=1,2,…n) 负 定 ,进而 类 
似 于 定理 7.5.1 的 证 明 的 最 后 部 分 , 知 外 107.5.) 关 于 x (2) HUE, 
从 而 (7.5-4) 式 的 零 解 在 р 持续 摄 动 下 是 Robust 全 局 稳定 的 。 

推论 7.5.2 # 

1) (2) =т= const 且 定 理 7.5.2 的 条 件 成 立 。 

2) M Мол!) B>W+r 
则 (7.5-4) 式 的 零 解 在 р 持续 摄 动 下 Robust 全 局 稳定 。 
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56 2AM HRA 


3-І IB] Lotka ~ Volterra EAA RAE 


T = x; (t) (ri + 2 avr(t) + Dy Бау (а -6)) 
j= = 
(7.6-1) 
Жн BAN He A B MA Б, КЖ 
5 
A; 21А = (а), х, ААА Ва, Sa; <a; 
i,j=1,2,.…,n| 
В, &|В=(0у),х„ B<B<B Mosby Sby 
i,j=1,2,"…,n| 
r {= (круз) Ае ри еу, 
1= 1,2,5, пі 
г rT аа Hr<r<i 
i=1,2,. ,7 | 


进而 设 每 个 El,AEAl,BE В,тЄ r, (7.6-1) 式 有 唯一 
定义 7.6.1 ҮС, AGA, BEB, cE т, (7.6-1) A 
应 的 唯一 的 正 的 平衡 位 置 x* 在 R, {xlr >0,i=1, nl E 
稳定 的 ,全 局 稳定 的 (关于 部 分 变 元 {zf i, En Сі, к, Е 
稳定 的 ,全 局 稳定 的 ) , 则 称 (7.6-1) 式 在 R" 是 Robust 稳定 性 的 ， 
Robust 全 局 稳定 的 (关于 部 分 变 元 是 Robust 稳定 的 ,Robust 全 局 
定义 7.6.2 VrEr,,VACA, VB€ B,i,Vr€r,,(7.6- 
1) 式 具有 始 值 条 件 x(0) >0 ЮЖ E 0< x, r)<M<o , 且 
lim 2;() >0 1 = 1,2,-: 2 [0 < x,(z) < M < о 
_ limz,(t) > 0, í = 1,2,--,M < n] 
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则 称 (7.6-1) 式 是 Robust 共存 的 [(7.6-1) 式 关于 部 分 变 元 =,( = 
1,…,7)] ,是 Robust 共存 的 。 

定理 7.6.1 假设 

l)a;<0 i=1,2,.…,n 

2) G © ~diga(ai15°**sdy_) —((1— Daai nxn (b nxn) 
是 一 个 M 矩阵 ,这 里 a; З пахі 1а, layl} b3 & тах 161,1 


By | | , 则 (7.6-.1) 趟 在 R", 内 是 Roboust 全 局 稳定 的 。 | 
bE: V rE r, r€ I, A ЄА;,ВЄВ;, xXx” 是 (7.6-1) 的 正平 


mR, S y; = in |a=; е?” i=1,2,°",n 则 
(7.6-1) 式 变 为 
с _ = Уа; (© D + рај (CA s) — 1) 


А (7.6-2) 
故 只 需 让 (7.6-2) 式 的 零 解 全 局 稳定 。 
因为 G HM 阵 , 故 YB;>0,c>0,i=1,…,n, 满 足 


cay + Disa} + Deas =-B j= 12, 
ij i=l 


(7.6-3) 
采用 Ляпунов #2 Р 
v(t) = Sc TEZO 1+ > | by “|, | of 11 ae) 
Е | (7.6-4) - 
WD V las <) (ас) тео 11+ >) lage? 11609-11 


isl j=l 
рет 


+ >; | by || ее) —1 |+ > | by l x; {| ey (D -1 | 
ј=1 j=1 


= 27 bby lI x? le -11) 
a 
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n 


< Di (caye; + сах} + Dabija? ) е) -11 
i=1 i=1 


Ј=1 
196) 


<- X ge? les) -11<0 уз 0 (7.6-5) 


j=l 
B VDL V(t) ~ D per ее 11 d< Уб) 
j=l fo 
‚ (7.6-6) 
因为 0< mine 22 | y(t) | 


n t t 
Елы > | l by ll af lev — 1 | dë 
ї-т. 


j= 


>) 1 yi 1 是 有 界 的 , 故 
i=1 
п а i n Ы x 
DD тау ау lle) 11 
і=1 : i,j=1 
+>) los ll z Не) -11<М < © 
i,j=1 


对 于 某 一 个 正 数 M, 因 此 > | уб) | 是 在 [0,%] 上 一 致 连续 


的 。 
另 一 方面 ,从 (7.6-6) 式 推 得 


| X pa? let) - 11029 Vto) 222 20(7.6-7) 
t 


这 就 推出 [ex -TELi[0,co] 。 

ВА Ње -1 一 0, 当 гоо, 故 结论 成 立 。 

+ “验证 一 个 矩阵 为 M 和 矩阵 有 许多 充分 条 件 , 在 此 不 一 一 
AE, 

Њар A=A=A, B=B=B, r=r=r, r=t=t, EHE 
理 7.6.1 推 出 相应 的 确定 性 系统 的 全 局 稳定 性 。 
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例 1 
= =x[2— 82102) +222(t) +22,(t - t)+2a2.(t-7)] 
а zf 124106) 5а (02100 с) +22202 0)] 
(7.6-8) 

zi = 二 1,x2 =1 是 唯一 的 正 的 平衡 位 置 ,因为 

| 2.5 -l an 1-1 ёр | 

一 | ад i~i by l, 一 | a» 1 一 | Бә | 

6 -4 
= | ， ү] C+ M 88, 


故 (7.6-8) 式 的 平衡 位 置 zx? = zz =1 是 在 R? 内 全 局 稳定 的 。 
定理 7.6.2 假设 
1)а;<0 і=1,2,:-,п 
2) 存在 常数 с, >0 使 得 


саў + Peas + Өр? <0 


则 系统 (7.6-1) 在 Р" 内 分 别 是 Robust 稳定 的 ,Robust 持久 的 。 
证 : 仍 用 Ляпунов 泛 函 (7.6-4) 则 有 - 
V(t) > Nat y(t)1>0 уз0 
V(t) — о Щ | y |— co 


D? Vilas 2, 2 CEH + Seager} + >) оја)! ei) — 1 | 


By 
< (са» + dens + У); х; pei — 11 
jal = i=1 | 
<0 (7.6-9) 


因此 从 (7.6-9) 式 可 直接 得 到 Robust 稳定 性 结论 。 
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由 于 V(t) < V(zo) BHD) ! (2) | 的 有 界 性 ,可 知 ， 


i=l 
存在 一 个 常数 M >0 使 得 +,<M 和 
limz;(t) > 0 і = 1,2, n 


too 


因为 A,B Mr 任意 故 ,(7.6-1) 式 是 Robust 共存 的 。 
定理 7.6.3 假设 
1a; <0 i=1,2, z 
2) 存在 常数 c >0,j =1,2,…,? 使 得 
са» + Уса; Sep} =" B < 0,j = 1,2, v, т 


i=1 


і) 
一 z oT | 
саз + Уса; + У) сь <0,3 = m+1,…,n 
i=l i=1 
iFj 


则 (7.6-1) 式 在 RY 内 关于 部 分 变 元 zx1，,… In Robust 全 局 稳定 ， 
关于 部 分 变 元 Tm+ls"» Xn , Robust 稳定 和 Robust 持久 。 
定理 7.6.4 假设 
1) a; <0 1=1,2, e,n 
2) 存在 常数 c; >0 j 二 1,2,… 使 得 
cay + Xica; + дус =-B <0 j=1,2,,m 
| 2 a 
cay + Усаў + сф SO j=m+l,=,n 
i=1 i=1 
Aj 
则 系统 (7.6-1) 在 R”, 内 关于 部 分 变 元 Tis ***, Lm» Robust 全 局 稳 
定 , 关 于 部 分 变 元 z+1，… Ln» Robust 稳定 和 Robust 共存 。 
证 : 仍 用 Ляпунов ZZ 88(7.6-4)5K 
Dt V lagens > ( cpr + > ca fx} + 2 ob ja; Ji е9 — 4 | 
j=1 i=1 i= 


Fj 


z- > paj bes) —1] 
£ 
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故 有 


т t 
V(t) < V(t0) 一 Уа | to | ex (8) - 1! de < V(t) 
ј=1 
t= to 


Se яу qx) | 在 [zo, + oo] LAM, y (2) 
Elto, + oo | 上 一 臻 连续。 
男 一 方面 
SaO —1у>0,%;—>ю„ Ш {р> 
j=1 . 
a(t) > r? i= 1,2,.…,m 
故 (7.6-1) RF zj,……，,z, ТЕ R". 内 Robust 全 局 稳定 。 
进而 了 cl y(t) ILV) < Vito) < ә 


i= т+1 


(7.6-1) RHF xz, 11,… ,ZX 是 Robust 稳定 和 Robust 共存 的 。 
ЖЮ 7.6.5 假设 下 列 条 件 满足 


-2a; > У) Газах і + >) (65 + 63) 1 = 1,2,.…,m 


j=1 j=l 
ji . 
п л 
_ зе * N 
— 2a; 之 > | ay T aj [* + > (b; + bš) 1 =mtt1,-',n 
j= j=1 
Ji; 


这 里 | ay + aj | * = max( | a; + aj |) ay € laja; 
则 系统 (7.6-1) 在 R 内 关于 11, Em, Robust 全 局 稳定 ,关于 部 
分 变 元 Xm +1577, Za s Robust 稳定 和 Robust 共存 。 
证 :选取 常数 4; (i 二 1,2,…,n,) 使 得 
122 < 4; <- а; 32 | ay + ан i 
у=! 


+ bš < d, S- a; -Flata AA b; 
了 


ji 
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1 = т 十 Lown 


构造 Ляпунов #5 M 
V(t) = Sat (eM? = ye) -1) Dail (ex? Da, 


i 


D' V(t) igen < D (aa + da e - 1)? + 


УУ 1а + ail * <; КЖ) | (ei — 1) (ei -1)| 


i=1 j=1 
i 


+ Mose? 人 SO — 1)z (oes) — 1) 


i=1 ;=1 


- аа (ew? - 1)? 


i=1 


<a ta, + Mz bay + as 1" +2 ә; | 
i=l j=l j=l 
Fi 
ж} (ei ~ 1) + 3)( 2) 505 - a) 
i=1 \ў=] 

af (el? — 122 
< Y (as + a, DE lay tay 1" ++ 5) 

i=1 . j=1 


we 
. tte —1)2 
E(D Fe -ajer (eso) - 12 
i=1 \j 
<a +a, +h bag + ay |" +5 ь; | 
=1 
j, 


xf? (ео — 1)? 


+ > PE >b; - d; y: (еч сч) — 1)? 
i=1 1 


<0 | 
со “ > | y; (z) 1520 


故 定 理 7.6.5 的 结论 成 立 。 
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fl 2 考虑 如 下 三 维系 统 


an = z4(8 – 62,(t) ~ 822(t) + хз(ї) 


+ 221(# 一 т) + x(t 一 тә) + 2234 一 тз)) 


80220-5 + 82) 42300) +2300) 
' (7.6-10) 


—2a,(t — ту) + xilt — t2) + 2x3(t — тз)) 


dz3 = za(2 — z(t) — x(t) - Эхз(ї) 


+ x(t — T1) + 22x2(t 一 T2)) 


BA (at ,zx ‚х3 ) = (1,1,1) 是 一 个 平衡 位 置 ,系统 (7.6- 
10) 在 R3 内 关于 х, 全 局 稳定 ,关于 t, z; 稳定 共存 。 


87 时 滞 不 等 式 及 比较 方法 对 变 时 灌 
神经 网 络 稳定 性 的 应 用 


微分 不 等 式 和 比较 原理 在 常 微分 方程 稳定 性 中 的 用 途 是 巨大 
”的 ,最 先 把 微分 不 等 式 推广 到 微分 差分 不 等 式 是 Halanay, 后 来 ,我 
国学 者 徐 道义 、 马 万 彪 、 贾 宝 国 \ 肖 冬 梅 等 不 断 发 展 了 微分 差分 不 
等 式 理论 。 

这 里 ,首先 将 Halanay 一 维 时 灌 微 分 不 等 式 由 通常 意义 下 的 
导数 推广 到 Dini 导数 不 等 式 形式 。 | 

引 理 7.7.1 推广 的 Halanay EMATER. 

设 常数 a >4b>0, 函 数 z(t) 是 在 [to 一 t,t:] 上 定义 的 非 负 的 
一 元 连续 函数 , 且 在 此 区 间 上 有 如 下 的 不 等 式 成 立 。 


D* x(t) <— ax(t) + br(t) (7.7-1) 
其 中 z(2)= sup 1|х(5)},т2>0 为 常数 , 则 在 >t 上 有 
x(t) < z(t rr’ (7.7-2) 


其 中 为 下 面 超越 方程 的 唯一 正 根 。 
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À = а — фе“ (7.7-3) 
证 :首先 证 明 超 越 方程 (7.7-3) 式 有 唯一 正解 ,考虑 
Аи) = р-а + Бе" н Є [0,a] 
A(0) ==<—a +b < 0 Ala) = ре > 0 
A'(a) = 1+ bre“ > 0 


A(p) 是 严格 单调 递增 函数 。 
故 在 [0,a ] 之 二 存 在 唯一 的 +E (0,0) ,满足 (7.7-3) 式 。 
A y(t) = z(to)e io) to r< ¿< e (7.7-4) 


W] >1, 为 任意 常数 , 则 

Z(z)<ky(t) 在 10-та 上 成 立 。 

现 假 设 对 某 一 个 tE (10, 8), ЖФ >to 是 任意 的 ,有 x(t) 
=ky(t), 则 因为 z(t),y(:) 是 连续 函数 , 故 必 存 在 某 tE (Со, 
B) ,使 得 | 

alt)<ky(t) — to~ TRS Ey x(t1)=ky(t,) (7.7-5) 

但 另 一 方面 ,由 于 (7.7-1) 式 ,有 

D* x(t;)<— azx(ti) + br(ti) Saky(ti) + bky(ti — z) 
= ky (#1) 
即 D* x(t1)<ky(t,) (7.7-6) 
(7.7-5) 与 (7.7-6) 式 是 矛盾 的 , 故 对 任意 的 8>t, 有 下 式 
alt)<ky(t) ”对 一 切 ¢ €1[zto,8] 成立 。 
RAS k>, EE 
x(t) < y(z) = x(to)e M0 (7.7-7) 
下 面 ,把 一 维 的 不 等 式 推广 到 高 维 情况 。 

设 C' 为 1fE CI[[z -zt,1],R"] 的 全 体 函 数 构成 的 集合 ,G(z， 
x,y)€ C[Ix Rn x C",R"]。 

定义 7.7.1 称 G(t,x,y) RF H, 类 函数 , 若 下 列 条 件 满 
Ж: 

1) VtEI,VxER Vy? у ЄС", 4 

уу) (Ep уу) i 二 1,2,…,n) 有 
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G(t,z,9) < G(t,z,y) (7.7-8) 

2) ViET,VIEC Vx xQ) ER, ц 
ez (但 对 某 i, 有 zi? =x!) (7.7-9) 
则 对 于 这 些 i 有 (2,500, у) < glt, r”, у) (7.7-10) 


517.7.2 # n 维 连续 向 量 函 数 
x(t) yC) al) sup x(t),y(2) вар y(t), WE 
下 列 条 件 : 
1) х(0)<у(0) 8Є[- =,0] 
2) D* y:(t)>gi(t, y(t), y(t)) і=1,2,,п 220 
D* z(t)<g(t,x(t),x(t)) i=1,2,6,n 120 
则 x(t)<y(), 在 :>0 成 立 。 
这 里 G(t,x(t),2(t)) = col(gi(t, x(t), z(t), 
gn(t,x(1), z(t))) 
证 :用 反 证 法 , 设 存在 一 个 常数 7>0 和 某 些 i 使 得 
2:07) = yi) 
& Z= 191 хоз) = y (7), ЖБ i| 
显然 ,Z 非 空 ,从 而 了 m= infy 由 条 件 1) 
x(0) < y(0) 6€[-1,0], AW 0 > 0 Al 
208) < у(0) z) Sya) 
故 存在 ;,1<<;<n eR 
x; (0) = y; (qo) 
由 于 G€ H, ,及 条 件 2) 便 有 
D* zi(to) < g;(7o;z(76),x (qo)) 
< g)( то, yo), у ()) < D* уб) (7.7-11) ` 
然而 当 0<i<m, 有 | 
x(t) < y(t) PEH a(t) < y(t) 但 x;( 90) = y;(7o) 
这 样 就 应 有 
D* zi) > D* y; (qo) (7.7-12) 
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(7.7-11) 与 (7.7-12) 式 是 矛盾 的 , 引 理 7.7.2 获 证 。 
引 理 7.7.3 假设 下 列 条 件 满足 
1) Dt a(t) < Уау) + Ўв) i=1,2 n 
| j=l j=l 
| (7.7-13) 
a; = 0 15} b; = 0 2 yf = 1,2, e,n 


on 


Sulto) > 0 


2) M = - (ayt by) хом 
则 存在 常数 y; >0,a >0, 使 得 微分 不 等 式 (7.7-3) 的 解 有 估计 式 
ailt) < y Dt) Jee? 
j=l А 
| : (7.7-14) 
Eite) C = (Daza) + 2) уу) 
G(t,x(t),x (t)) =col(gi(z,x(2),x (t)), 
6 g,(t,x(t),c(t)) € Hno 
由 条 件 2) 可 知 ,存在 O>O 和 dj >0(j =1,2,…,n) 使 得 


У) lay + by)d; <- 8 i = 1,2,…,m (7.7-15) 
j=l 
选取 0<а<1, 19 


ай, + Уаз, + Ье] < 0 (7.7-16) 
j=l 
4% Elto- tto] WER R>1, fH Rd; >1 (7.7-17) 
Ve>0 © ` 


gilt) = ка] XE Cto) + Jee (7.7-18) 
由 (7.7-16) 式 有 


Dt qi(t) 二 一 аКа;| >) =;(to) + e Je 40) 
“Gel. 
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>>, [ aid; + b;jd;e= |К [ ЭКО) + е [е 
= У аак Утул) +e ет) 
+ > bydiR (Dt) te )e att to) eae 
j=l jel 


>) або) + Yb G) = gi(t,q(t),q(t)) 


TË 9 D* g(t) >2,(t,¢q(t),¢(t)) 
而 当 €C [io 一 rt 时 ,由 (7.7-17) 式 有 


q; (z) = ка, >) z; (to) + e Jeo) > >) 3; (to) +e 
j=1 j=1 
620) < 500) же 4t€ [to — rto] 
了 =1 


由 引 理 7.7.2 可 知 ,zi(1) < gilt) = Ra,| Уа) + 
j=1 
se 
$ e>0* ,Rd,= Yi 则 有 引 理 结论 


2:62) < у. Ў; во) Је) 4t> t 
j=l . 


= 1 
ABRA ЭЛЕГИН Hopfield 神经 网 络 
(Ci 4 du; = UR + > T;g;(u;(t 一 r;(t)) + I] 
i= 1,2, (7.7-19) 


其 中 CR Tyo ls ui a HIER SEARAH, EH z; (z) 
满足 0< 7;(t)<r = const 
S и=и* =col(uf ou; ) 为 (7.7-19) 式 的 平衡 位 置 。 
x = col(xi,, xn) = col( ur — иг), lun- u, )) 
f;(z;) = gi(z; t uf) — gilu? ) 
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则 (7.7-19) 可 以 改写 为 
de = - = 0) + т: с,(2))) 
і = S 2, (7.7-20) 
故 (7.7-19) 的 平衡 位 置 w= u SO. 7- 20) 式 的 x=0* 的 零 解 的 
稳定 性 等 价 。 
定理 7.7.1 设 w=w ”为 (7.7-19) 的 平衡 位 置 , 且 设 
1) 0<g (wu)L< оо 


‚© 


| | Tal 
2) а= pra )> 2х, i=l, C; 


则 (7.7-19) 的 平衡 位 置 x = wu* 是 全 局 指数 稳定 的 。 
证 ;对 (7.7-20) 式 作 -JIamynos 函数 


W(x) = > |z; | 
沿 (7.7.20) 之 解 对 W (x)3 Dini 导数 便 有 
D W(x) = (sma У ү lait > Taki 
“| aj(t—7€4)) | 


= b 


Е 
< min Gg a! 


Tal; 


taD E 1200 


L _ w(x) + WG) (7.7-21) 


由 引 理 7.7.1 可 知 

W(t) < (го) е АС) (7.7-22) 
其 中 4 为 超越 方程 (7.7-3) 式 的 唯一 正确 数 解 , (7.7-22) 式 表明 
(7.7-19) 式 的 平衡 位 置 = u* 是 全 局 指数 稳定 的 。 
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定理 7.7.2 B u= u" A(7.7-1) RH EOE, НН 
1) 0X g;’ (и;)<1,;< co 


2a# min (RE )>a 
А. FFE Ф 的 最 大 特征 值 。 
Р К |... B= | E he 


则 (7.7-19) 式 的 平衡 位 置 = w* 是 全 局 指数 稳定 的 。 
证 :对 于 (7.7-20) 式 作 Ляпунов 函数 


W(x) = 22122 
;=1 


dW(t ~ 1 
则 有 We) lata =- 2 СЕ 


+ > D Tafilalt 一 r;(t))) 


i=1 j=1 
<- min с CR om | 
ЕНА 
<- аж (х) + А) + АС) 
(а) + 2-С) 
= _ ¿W(x) + bW(x) 
由 引 理 7.7.1 知 结论 成 立 。 
定理 7.7.3 车 |f'|<L， j=1,2,…,n Н. 
ане тсс) (2) 为 一 个 M t, n 


nx 


(7.7-20) 式 的 平凡 解 是 指数 稳定 的 ,从 而 (7.7-19) 式 的 平衡 位 置 
и = и "是 指数 稳定 的 。 
证 :改写 (7.7-20) 式 为 
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fn) a), D n zi 5(t))) (7.7-23) 


于 是 有 
D: 200) I<- [т 


8). a(t) |+ > О 
= п ‚ (7.7-24) 
. 1 1 ЕИ 
у [in : 1,)] 为 -个 矩阵 , 故 
由 引 理 7.7.3 可 知 ,微分 不 等 式 (7.7-24) 式 的 解 有 估计 式 
mG) ADE БОРА 
其 中 уа 为 某 些 正 的 常数 ， 故 结论 成 立 。 
注 定理 7.7.3 结论 中 的 a 尚 不 知 有 多 大 ， 宁可 给 出 一 些 保 
守 的 估计 ,但 希望 有 确切 的 a 大 小 估计 。 
定理 7.7.4 若 定理 7.7.3 中 的 条 件 满足 , 且 存 在 >0 使 得 
А 1 1 |T; | 
[das кє 一 从 RC -hj 一 eL) | 仍 为 一 
M 惩 阵 , 则 微分 不 等 式 组 (7.7-24) 的 解 至 少 有 估计 式 
| z; (z) |< y| > | z; (to) | Jeet). i= 1,,n 


ЙЕ: |у, (2) | = | a;(2) le i=l1,--,n 则 
Dit y(t) I< еру; (t) I+ де | z,(2) | | 


<= ae ale) Ital (2) | 
+ > = IL, | z; (z) | 
-1 a Tl 
| < (RETA) aO + 6 L; | y(t) | 
由 定理 7.7.3 有 
| у: (2) I< D3 | y; (to) Је) 
#=1 


347 
BA | x;(t) I< ai] >) | z; (zo) | Joa A(t 49) 
j=l 


<А) | z; (zo) | Je Amt) i = 1,2,5, 
其 中 y = 7;exo, 故 结论 成 立 。 
58 时 变 线性 中 立 型 系统 


在 电路 网 络 中 W411, 需 要 考虑 中 立 型 微分 差分 方程 ,这 里 , 考 
虑 更 一 般 的 时 变 线 性 中 立 型 系统 14 | 


Е it) = Doar) (0) + ьо - = oy) 


+ 3200); (一 rP) 
j=l 


(t-r 
(这 里 Z(t — 1) = ын ) 


zils) = ф(з) s€ [- r,0] 
des} = Ps) 4sE€l[-7,0] r= = max (0,20) 


1 = 1,2,5", п 


) (7.8-1) 


| (7.8-2) 

这 里 亚 (i =1,2,…,n) 是 在 [ 一 +,0] 上 几乎 处 外 分 段 连 续 的 ,yg， 
(i 二 1,2,…,n) 是 在 [一 +r,0] 上 有 和 界 的 可 积 的 ,满足 
rD, cP RAR AM 常数 。 

定理 7.8.1 假设 (7.8-1) 中 的 系数 满足 : | 

1)а,(2),6(2), cyt) BRE [—т, +o] EWERAN K 
Ж; | 

2) 存 在 一 个 非 负 常数 c ,使 得 
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шахс} =c <1 ЖЕ с^ = sup 2; KAON 
t277T;i=1 


7 = 1,2,.…,n (7.8-3) 
3) 存 在 正常 数 a ME 使 得 
aj(t)<-a <0 


| ay(t) I- > Las(t) 1- > l b(t +P) 28 >20 2220 
wy | 


j=1,2,;,n (7.8-4) 
则 (7.8-1) 式 的 零 解 渐 近 稳定 。 
证 :车 之 ;(z) 在 [0, + oo] 上 有 无 限 多 个 离散 零点 , 则 对 于 任意 
的 上 >0 选择 i* 使 得 z; ЖЕ(т ,it) 有 相同 的 符号 ,车 t 是 zi 零点 ， 
WHR 23 =т,# т; 在 (0, + co) 内 仅 有 限 个 零点 , 令 地 是 过; 的 
最 后 一 个 零点 , 若 x, 在 (0, + оо) LEA, MS г =0。 
现 构 造 Ляпунов 函数 


V(t) = >| x(t) +i (t) I~- cË Jee 


+ >P. co] Bul + ty) | 1 aj(s) 105. 


„Ў мавз ата (7.8-5) 


从 初始 条 件 的 选择 及 对 系数 的 假设， 可 推 知 V(0) 是 有 限 数 ,因此 
有 


у> Ў. a;(t) l- c; | 2;(t) l] 
>ü - > [z(0) 1 220 (7.8-6) 
Dt Vias < DIF вал; ~ e; | z;(#)! 


> | y(t + cP) 11 gya) 1-1 bye) 11 z(t — cH) 1] 
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+5 Lh eg(t + cP) Il z(t) 1-1 g(t) 11 z;(t — ce?) i} ] 
j=l 
< [- (ыа 1+ 3) 1 ag (0) 11 3G) I> c; | ax(t) 1 
一 А 


+ ые кару + УУ ЕД 


9 ув а; (2) +) | as (z) з | bs(z + cP) 1]! a(t) 1 


= 


+ STS leg (t + тї) [一 с} Ji z;(t) | 
j=l i=1 


<- ау) | z;(z) 1+ pap? Icy(t + Ф) се Z(t) | 


= BY 1500) (7.8-7) 
H (7. 8. DRA 
убо) < VO ~ BI (X 1 als) 1)d: 
因此 有 f 
G-92 ао 1 В| О а) 1)as 
< V(0) < о t>0 (7.8-8) 
(7.8-8) 式 意味 着 |x;(1)|(i=1,…,n) 有 和 界 。 
由 (7.8-1) 式 有 


ij 


dz| _ |% dz; 
z|- P dt 
+ УУ) ье) абое 9) | 


i=] j=t 


+> > | cgs(t) 11 z (z - 72) | (7.8-9) 


i=l j=l 


定义 


350 


m(t) #3) gup л | z,(s) 1) (7.8-10) 
由 假设 有 


С зар) Dra G) 600 1]< оо (7.8-11) 


从 (7,8-8)、(7.8-9)、(7.8-10) 有 
m(e) <[ sup 27221! ay(t) 1+1 b(t) 1 ](sup | a(t) 1) 


+ эр sup | субе) 1][ бир | 2j(s) 1] 
<s + cm(t) 
这 里 o = TP aj(t) 1+1 ba(t) 1] 
» sup | a(t) 1] < = (7.8-12) 
因为 c <1, 从 (7.8-11) RHE m (2) < < о, М >0.„ 
这 样 z (0) 的 导数 在 [0,] 有 界 , 故 | x;(¢) | [0,0] Е 
зоа, и | x(t) ТЄ Ly(0,00), Ha (7.8-8) RTA 


lim У) 100) 1= 0, 故 (7.8-1) ЖЕШИНЕ. 
推论 7.8.1 考虑 线性 中 立 型 系统 
dat) = ау - P + Doi = P) £ > 0 


(7.8-13) 
aj, b; zD. rP (i, j= 1,22, n) 是 常数 ,使 得 
ry 20, 20 4! i,j = 1,2,° (7.8-14) 
a; <0 = 1,2, 
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1-1 aj | rf) — X | by 1>0 ј 一 12， 
=1 


la; |> > lag! j= Ayn (7.8-16) 


则 (7.8- 13) 式 的 所 有 具有 有 界 可 积 的 初始 条 件 的 解 有 
EA Щщ z — oo 
证 :改写 (7. 8- 13) 式 为 


dz; . бо, 
7 一 一 | Qi | =; (t) 十 | ay |, ez (s)ds 


+ Xass (2-70) + Уа, (2-10) 
构造 Ляпунов Z R 
уо от (быр + ть 0) а 


j= 


十 | a;(t7) |+ Daf (2 - rP | x;(s) 1)ds 
+ Po) Ce - 2120) Dds 
i=l 


+l ag | f | туби) | du |ds | 


t> 的 定义 如 定理 7.8.1 中 的 一 样 。 
详细 的 证 明 如 同 定理 7.8.1, 故 略 。 


$9 ”中立 型 大 系统 分 块 比较 估 值 法 026 


分 析 大 系统 稳定 性 的 总 的 思想 是 设法 把 复合 大 系统 分 解 成 若 
干 个 维 数 较 低 的 孤立 子 系统 ,根据 这 些 子 系统 的 稳定 裕 度 和 它们 
之 间 关 联 的 强 弱 程 度 ,来 判定 整个 复合 大 系统 的 稳定 性 ,实现 这 种 
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想法 ,目前 采用 主要 方法 仍然 是 Ляпунов 向 量 函 数 ( 泛 函 ) 法 ,或 
加 权 和 标量 Ляпунов 三 数 ( 泛 阵 ) 法 ,采用 这 些 方法 过 到 的 实质 性 
困难 是 对 于 稍 复杂 的 系统 ,没有 构造 这 样 函 数 ( 泛 函 ) 的 一 般 程序 
和 技巧 ,因而 所 得 结果 往往 仅 是 一 些 存 在 性 的 理论 结果 。 

本 节 介 绍 分 析 中 立 型 大 系统 稳定 性 的 分 块 估 值 比较 法 ,利用 
孤立 子 系统 的 Cauchy 矩阵 和 耦合 矩阵 的 积分 估计 ,对 复合 大 系 
统 的 解 进行 分 块 估计 ,具体 构造 比较 系统 ,由 比较 系统 的 稳定 性 来 
判定 大 系统 的 稳定 性 。 

先 氢 述 以 下 比较 引 理 。 

引 理 7.9.1 i H(h;(:)), | ECH, Rr] h;(2)20 i 
Aj i,j=1,- r /fG)CC[I,R] 则 微分 不 等 式 组 


анон + f(t) 


ax(to) = Xo 


RATE HE a DEA 
= Her 


y(to) = Yo Z Xo 
的 解 , 即 x(t )<y(t) tto, BD x;(4)<y,(t) i=l esr 


4 2(t)£ y(t) - x(t) E y(t, to, уо) — x(t, бохо) = (г, 


(7.9-1) 


(7.9-2) 


10,20) 
g) = E нг): >0, Dalt) # diag ryt) h, (2) 
则 (о) 
үк шю но әна 4.9.3) 
z(to)= zo 


z(t) = ге, Paco + | н(е) 一 Dy(r)] 


(т) + g(r) ]dr 
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取 АШУ, — zoe) Рис >0 
用 Picard 迭代 法 求解 。 


z™ (t) = O 
+Í PHC) = Da(r))a DC) + gle) Ide 
因为 对 一 切 自然 数 m Az") (2) 220, Mit 
lim 209000) =z(4)>0 В 


x(t,to,z0) < y(t, to, yo) 
考虑 下 列 用 中 立 型 微分 差分 方程 描述 的 线性 大 系统 


EH = iow Aui(t) sy А (29) (0) + (а ау) С) а) 


+(B;(t))x(z - 7) + (С (0))х (t-r) (7.9-4) 
这 里 С; (2) [го + =] E ËJ n; X ni. 连续 可 微 函 数 和 矩阵 ,而 
Aj(z) ,Bj(i) 分 别 是 п; x п; 连续 函数 矩阵 ,rc 为 正常 数 。 
设 p(z) 为 [to 一 t,to] 上 的 连续 可 微 消 数 ,P;(z ,to) 为 孤立 子 
= Aj(t) 2; 
的 Cauchy Ж Bf. a; =ool(x{? ++, 0?) id 


filt) SP; (2, to) (10) +f Py(t,t, + r) 
i 
. Ув, + т) ф; (гу) 
£ ! 
- Pal tsto) 3) Cy G) ¢(t9 = r) 
+ И A(t, + т)Р, (2,6 + ЭГС + с)ф (а) 
tant Z 


一 |“ P;;(t,ti + с) y(t + с); (4) 
tot j=l 
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i = 1,2,5, 

定理 7.9.1 ” 若 下 列 若 条 件 满足 : 

1) 存 在 纯 量 函数 a (1) € Clio, + co] 和 常数 M,2:1, М,21 
使 得 


1A <M: 1 gC) 1 epf- fs elde) 
l Paltto) || < Мехр|- | әче) 


2) | C; (z) | 是 :的 单调 不 增 函 数 ; 
3) 存 在 纯 量 函数 8(1)E Cl to, + oo] ,使 常 微分 方程 组 


DMG ау) I AzG) || + МК | By(e + z) | 
+ MK || A(t + т) || [| С„(т + 7) || 
+ MK | GG + z) | + É | Су + r) [16 


i=1,2,.,7 


的 Cauchy 矩阵 R(z ,to) 有 估计 式 


| RU ,to) | < Мех 8(6)de 


t 
xÆ, К # т) а(2)42 <+ оо, №221 HR, 
io TT 
则 


O f [els) - AdE > G) > о (>) 


о | Cale) - #6 )14#>е >- о GZ) 

®| Lae) - 60078 = + >° 

@ | Lae) = B(8)]48 =+ о H(t о) + ORF a — 
ж) 
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© f Гао) -BONES y=) (02,7 >0 5588 


分 别 蕴涵 (7. 9- 4) 的 平凡 解 稳定 、 一 致 稳定 、 浙 近 稳定 一致 浙 近 稳 
定 、 指 数 稳定 。 

证 : 记 (7.9-4) 式 满足 初始 条 件 x(t) = p(t), x(t) = (т), 
-Ttt 的 解 为 x(z), 利 用 常数 变易 公式 并 进行 积分 变量 代 
换 和 分 部 积分 ,不 难 证 明 


х;(2) =Pi(t,to)9i(to) + Ww. +r) 
ву + т)ф; (ё) аг 
- Раб) С; (20) (0 — т) 
+ И А; (4 + т)Р, (2,1 + oy Cy (ti + т) (t dt 
ot 1 
- Р, (t,t, + оба + т) g(t di 
it = | . 
+ С> (1 - ôy) А (21) 23021) di 
+ [раса + ова + с) 23041) 
, £ 
+ |, ли + r)P,(t,tí + ap) Cy Ct + т) aj(ty)dey 
_ [TPt + оска + a(t) di 
‚ £ 


+ Neale = r) 
于 是 ,有 
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' 了 ` , ， 
Wee) < >u | 95) | Афи) eel zC) |, 
j=1 to 
r t А 
+) ма вуса + т) else | Са) Па, 
j=1* to 
r t ñ 
+ Of M Ара ++) Пеене | суба + 2) | 
了 =1 to 


rope , 

` 125501) Ide, + >| Me ba) 
j=1*to 

= |C; + r) | Ml aCe) Паг, 


+ > ОЕЕО: Mee 9% 
j=l 


从 而 
t r t t 
Пе) note < >| (1- ô;)M; || As (ti) 1 efiteledde 
ј=1° žo 
` z t ttr 
aC dei + X |Ý M; вуса + r) Пее 
j=1" to 


t r t 

г Па С) 1 ей ©, + 5f M; || Ay (tı + z) 
J=1" to 

| el coas | Су(т + т) 101) 1 АРСО 


r t ttr 
DE oul Ca + dN de) 
7J =1 “0 


n r ñ 
«ete de, + У Се) | ele eel ze — г) | 
j=l | 
. е, (08е + M, 


Ф silt) = ma | хб) I exp) a (Ede, 利用 yw(z) 的 单调 
不 减 性 和 | Cy(z) | 的 单调 不 增 性 ,有 
хб) енене с, + У [Смат y) ПА) | + мк 


АВ + z) Il + MK || A;( +r) ПС (a +0) | 
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+ MK || C; (t + т) || Jy (ty) dey 


К > Il Calti) | у С) агу 


< M? Sf [(1 ~ 6,)M; || A; (21) || 


+ MK | By(t +7) I + MK || A; (tí + z) | 
. | Cy, + z) || + MK || C; (t, + z) | 


+E CC) lG) (7.9-5) 
这 里 
м; #м,+К|°_ DI GCD ly (ede 


* def 1 
yi Ce) ® шак, ger) Пеко "a eae 


记 (7.9-5) 式 的 右 端 为 六 (上 ) ,由 于 (с) ЗЛО, ОН y; (2) < 
y(t), А y) 满足 微分 不 等 式 组 


TE Ума - д) ПАО + MK | Bs(z + z) | 
+ MK VAC + D) | | GG жт) 
+ MK |l Cyt +) | +É | суб) 119 
(о) = M; і = 1,2,-,r 
设 &(z) 满 足下 列 微分 方程 组 
= DM дА) ll + MK || BG + r) | 
LMK | A(t +r) || I Cy(e + т) 1 
+ MK | 6;(r + r) + É colg 
(0) = М i=1,2,,r 
由 引 悍 有 OLEU), 2200,7 1,2,5 DATE RPE DA 
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| oi хб, ETOT exp) СТЕ 


< Nool( Mi" ,-,M;) || exp Се) 


BA 
[соб | æC) 1, +, ПС) | < Мом, ---,м*) 


А expl- [еә — B(&) ]а&) (7.9-6) 
由 (7.9-6) 式 知 结论 成 立 。 | 


510 中立 型 大 系统 在 CG) 空 间 中 的 稳定 性 0341 


考虑 一 类 非 线性 变 时 浪 中 立 型 大 系统 
dx 


dz C degC An (2) ,A(t))x(7) 

+ F((z,x(¢-A(t))),£(¢- A(z))) (7.10-1) 

х()=Ф,х(:)=Ф() to - А0 
及 孤立 子 系统 

94) = diag A(t), ,A(t))x(z) (7.10-2) 

RE FECU xR x R",R"],F(t,00) =0 

x € К" 

BE P(z,to)=diag( Po (t, to)", Р, (Се, о) 为 (7.10-2) 的 

Cauchy 矩阵 解 。 


若 (7.10-1) 式 的 平凡 解 关 于 x 及 zx 都 是 渐 近 稳定 的 , 称 为 
(7.10-1) 式 的 平凡 解 在 C! 空间 渐 近 稳定 。 

定理 7.10.1 者 

DEG, x, E D 包含 原点 的 某 开 邻 域 D 内 满足 


IFC) SÈ Til + lyl] (7.10-3) 


359 


其 中 g; (t) € Clto, + о] AERAR BM KE x; € К", у € 
к", У) л, = п, 
2) (7.10-2) 式 确定 的 Cauchy ЖЕ P(z ,zo) 有 估计 式 : || Pa 


(t, to) | <Myew 1,6090, t-> + оо, Ван м, >0 为 已 知 常数 ， 
(0) Є Clty, + ©] (4G =1,2,°° ғ) Е, 
3) 矩阵 О (о) 的 谱 半 径 o(0)<1( 特 别 上 0 k <1), E 


~ +оо = ~ 
oi = (1 - кау, mK gy(t,)dt, + ó; (1 — kga) ‘Kg 
K; = вире/г-м›;©Че 
>to | 
т; = (1+ Ai)M;, Au = sup | A(t) l, 
` 1210 
g; = supgy(t), Kigy < 1 
tatty 


则 (7.10-1) 式 平凡 解 在 C4 空 间 中 渐 近 稳定 。 
证 :(7.10-1) 式 的 解 x(O TRA 
x;(1) = P; (t,to)@;(zo) +f P; (t,ti) 
» F,((t,x(t( — А(г,))),х (ti ~ AC) dey 
(7.10-4) 
kilt) = Aalt) Pa G sto) Фо) + | Aa( iPalt, ti) 
Ы F,((t,,x(t1 一 A(t,))) x (ti = A(tı)))dtı 
+ F((t,x(t — A(t))),x (g - A(t))) (7.10-5) 
I x(t) | < M; Ф, Cto) [е © 


t t 
+ | М; efi 008 
to 


x Yg (tu) | xj(t1 一 Alti) | 
+ | x;( 4 = Абг)) [144 (7.10-6) 
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I s(t) < Age) IM Blo) el 


t I t 4 
+| WA, GO I Merl x У а (е) 
to j=l 


- [il x; (z = A(z1)) 1 
+ || a(t, = A(z1)) || Jd: 


+ >) gL | a(t — AC)) | 
j=l 
+ | z(t = А(2)) 1) (7.10-7) 
记 Ay = sup | A(t) 1, К; = supel -so "(Oa 
tto tto 
m; = (1 + Ay) M;, gy = supg; (z), 由 (7.10-6) 和 (7.10-7) 式 有 
И ttg 
(йх (ӘЙ + а со Delo < m | @ (zo) | 
+f M; elan 212048 x X gz | x; (ty = А(21)) || 
to j=1 
t A) a. t z. 
ЕХЕ _ Ауе? (Oa + ове 
. 2 g (t)[ | z (£ = A(z)) Il 
j=l | 
+ |z АС) | Jelg ^®& 


t r 
< m; || (®;(to) |! +f Kim; >) ga(t1) 
0 j=1 


[| (n A + KX (a). 


[ze АС) + l| z;(z#- A] 
,dj ade]dz (7.10-8) 


t 


4 u(t) = sup аба) + Uh ase) ее 
taSs St ‚ 
т;(ї) = Ф,(),х;(ї) = Ф, (2), (to - A< їр < to) ‚ Ж 
СП) + Welt) I Jelu; || Ф, (го) I 
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+f mK; >) gat) w(t)dn +K Y zli) (7.10-9) 
由 于 (7.10-9) 右 端 为 上 的 单调 不 减 函数 , 故 有 
u;(t) < m; || (49) | + |, mh DY galt) 


COLE кш (£) (7.10-10) 
进而 由 (7.10-10) 式 右 端 的 非 负 性 ， 便 有 
ult) < m; | Ф, (0) || (1 - Kg) + (1 — Kë)" -i 


f mK: D aye) ead + (1- Kg)” 


` K, Ув | (7.10-11) 


考虑 下 列 积分 方程 组 
uilt) = m; | ®(to) ta- Кек)! + (1 — Kga)! 


. | mK: У g (t) Сан + (1 — Kga)! 
-KX R(t) Ë L (ü) (7.10-12) 
jut 


Ji 

ТЕЕ AA БАХ A zo, TIA, АРКА (7.10-11) 
与 积分 方程 组 (7.10-12) 满 足 同 一 初始 值 的 解 有 关系 式 

uilt) < u;(t) 

因为 定理 条 件 po(0) 达 1, 故 积分 算 子 Llu ) 本 质 上 是 一 个 压 

缩 算 子 ,下列 迭代 
u(t) = m; | ®;(to) la- Kig)" 
ul (t) =m; || Ф, (0) || (1 — Kg;)' + (1 — - Kg)! 

-| m,K; Yaua (1) + (1 — Kga)’ 


to 


362 


К; Уаш" (r) т 二 1,2,… (7.10-13) 
j=l 


7561 
在 任何 有 限 区 间 [ to, TLE, и" (Sk — 8 IR HK 
и (t)(i=1,2,…,7), 且 有 估计 式 


ода"), 5,00 (Р) < Уз о" (a Jeol (2) 5-5 w(t) 
' т=0 


= (Е ~ 0) 10и (4), =, uV )) 
故 有 | 

собит (4), (@)) < (E - п)! 

-e col( ul? (t), +, w(t)) (7.10-14) 

在 此 区 间 [zo, T] 上 ,原则 上 可 反复 用 步 长 法 化 中 立 型 方程 组 
(7.10-11) 为 若干 个 相应 的 常 微 分 方程 的 始 值 问题 求解 ,由 定理 条 
件 知 化 来 的 相应 的 常 微分 方程 组 将 以 某 一 个 线性 常 微分 方程 组 作 
为 控制 方程 ,从 而 在 [to, 了] 将 是 有 界 的 , 故 可 取 

‚зир dut) = ш) №, <+ % 

由 (7.10-11),(7.10-13) 有 


W(t) ~ uP (1 ~ кау; ЭЗ ОИС 一 и(0(21)))а; 


+ (1 — Kg)! K; AO) = u (t)] 
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. t r | 
<(1- ка| mK; X Biy(t1)Njdey 
0 j=l 


+(1- Kg) К, Ум < У) аҹ (7.10-15) 

1 js! 
BWA col (2) -uf P(E), eu, (t) uP (е) «Осі м, №, 
…NN,) ,进而 可 用 归纳 法 证 明 :col(au1(2) – uf (2), su, Ct) 


u (EJSN, Мз, N,), AF (0) <1, BA lim 0" = 


363 


0,4 lto, TRÆ, N; =1,2,::: r) 便 是 定数 ,从 而 

col(u (2) и? (t), =, u(t) už (t)) =0 (7.10-16) 
因 [z,T] 是 任意 区 间 , 故 (7.3-17) 式 在 [fo, + ce] 上 成 立 , 即 

col u(t) ualt), yur (09) < colur (£), uF (2)) 
| < (Е — Q) 1000.0 (2), ui (z)) 
故 有 (le) + MaG], aCe) + eC |) 
<(E- O) Vol uf (Jefa, v, u O (е 94°) 

| (7.10-17) 

最 后 一 不 等 式 (7.10-17) 显 然 荀 涵 (7.10-11) 平 凡 解 在 СО 空间 
中 渐 近 稳定 。 


第 八 章 ” 泛 函 微分 方程 


第 七 章 详尽 地 介绍 了 微分 差分 方程 稳定 性 的 理论 方法 及 应 
用 ,而 泛 函 微分 方程 的 实例 大 都 是 微分 差分 方程 。 故 本 章 只 简略 
地 介绍 泛 函 微分 方程 描述 的 动力 系统 的 稳定 性 的 基本 结果 。 $1 
叙述 了 滞后 型 泛 函 微分 方程 稳定 性 的 Ляпунов 泛 函 方法 的 基 
本 定理 及 新 近 的 推广 结果 ; $2 讨论 了 滞后 型 泛 函 微分 方程 稳定 
性 Ляпунов 函数 法 及 Разумихин 技巧 ; 53 讨论 了 滞后 型 泛 函 
微分 方程 解 的 有 界 性 及 耗 散 性 ; $4 分 析 了 中 立 型 泛 函 微分 方程 
ЕВЕ Ляпунов ZAE; 55 给 出 了 中 立 型 泛 函 微分 方程 的 
Ляпунов 函数 法 的 结果 ; 8$ 6 介绍 了 中 立 型 泛 函 微 分 方程 指数 稳 
定性 。 | 


$1 滞后 型 系统 稳定 性 的 Ляпунов EZ RETO 


本 节 将 首先 介绍 滞后 型 泛 函 微分 方程 稳定 性 的 Ляпунов ZZ 
函 法 的 几 个 经 典 定 理 及 详细 证 明 ,然后 叙述 一 些 典型 的 推广 结果 ， 
但 有 些 略 去 证 明 , 仅 指 出 参考 文献 。 
考虑 滞后 型 泛 函 微分 方程 
dx) = f(1,x,) (8.1-1) 


这 里 x,(0)Zx(:+0)#-h<0<0 上 有 定义 ,h BER 


以 C 表示 连续 函数 8(z)E C[[ -h,0], R"], 具 有 一 致 收 全 
拓扑 结构 上 | ® max | ECs) || BY Banach 空间 ,给 定 H>0, Cy 


表示 &EC、| & | <H 的 子 集 , FEC[R; XC,R"],R:=[0, 


365 


оо ],Е 是 有 界 集 到 有 界 集 的 映射 。Y ioER+ ,EE Си, (8.1-1) 
WER t S н< Н, |. 
ty, £)| <H, J Í = co 
ZEVO, оң (8. 1-1) 式 的 解 的 Dini 右上 导数 定义 为 
D: v(t,é) Š limsup V (z + А, хоһ(2,8)) — V(zt,6)]/h 


ЖУ 8.1.1 称 (8.1-1) 式 的 零 解 稳定 [一 臻 稳定 ], 蔡 Ye> 
0,38(t,e)>0[386(8)], 41 £| <8 ,zt 之 to, Ж | xlt, ғо, 
E) [| <es。 称 (8.1-1) 式 的 零 解 是 吸引 的 [一 致 吸引 的 ], 若 3c(zo) 
>0[o>0],Y7>0,3T(to， 792013 1(1)>0), 当 ell <a,t 
Stot THA 

l xlt to) l <y 
若 (8.1-1) 式 的 零 解 稳定 且 吸 引 , 称 为 渐 近 稳定 。 
(8.1-1) 式 的 零 解 一 致 稳定 且 一 致 吸引 , 称 为 一 致 渐 近 稳定 。 
面 介绍 用 Ляпунов 泛 函 得 到 关于 一 致 稳定 ,一 致 浙 近 稳 
定 ,不 稳定 的 几 个 基本 定理 。 

定理 8.1.1 若 存 在 Ляпунов WPA V(r:,ë)€ CIR. x C, 
R+ WE 

1) a (1 £(0)]| )<v(;,£)<e (M £|) ф,ФЄК 

2) D VG, 8) lerys90 | 
则 (8.1-1) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 

证 :YioER ,Ye>0,36(e)>0,0<6<e 使 得 Ф058) < 
Ф (е). || £ | <, HARE 2) 

(Il x(t,t0,€) |) < Vee, х, (t0,6)) < V(to, 6) 

<2(8) < pile) 
WA xl, toé) || <e,t22to, Mild (8-1-1) Sit BBE» 
定理 8.1.2 ” 若 定理 8.1.1 的 条 件 2) 加 强 为 : 

2) DV, E) lean SW || ë(0) 1) W 为 正定 函数 ， 
其 它 条 件 不 变 , 则 (8.1-1) 式 的 零 解 一 致 渐 近 稳定 。 
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证 :定理 8.1.2 的 条 件 已 蕴涵 定理 8.11.1 的 条 件 , 故 (8.1-1) 
式 的 零 解 一 致 稳定 。 
Ht © =1, FM op =09(1), М Il 1 <оу, 有 |x(tto 8) | <1 
SEV 7 >0,4T(do,e) 4 t2to+ TCo0:7) A 
| x(t,t9,€) ll <e 
若 不 然 , 令 6= d(e)>0, x(t) x(t, to E) WER- KEH 
r 的 区 间 上 必 有 * fH || x(s) | 之 6, 故 可 取得 一 序列 | 使 得 
to + (2k — 1)r < £ S to + 2kr 
| x(t) || > ó Ë =1,2,°° 
由 关于 SERRET AER BUE] (t) <L, ORV >to 


ERKA n Èn + ЕЯ G) > RRE - 
Š, t + 2 ] 互 不 相交 ,由 此 可 得 
D* У(т,х,) S- wis) 1€ [n = som + 21] 
因此 ,由 „-8>©(Е&-1)Ж 
Убх) = VE) <- WES) ү (#-1) 


wkl, L)AKF § (0) бли (S\N, 
k > 1 + k(8o, L) WA 
Уи. х„)<&(дь)- w( Š Š FS <0, нд LIE й 
WDE 

dr=r(to,§) to<tXtot2rK(o9,L), Il | < oo 使 得 

| x(x) | <6 ,从 而 当 z 宇 to+2rK (ooL) 时 有 

x(t) 1 <6<e,CT(60e) = 2rK(o0L) 

即 (8.1-1) 式 的 零 解 一 致 浙 近 稳定 。 

例 1 考 虚 非 自治 纯 量 方程 


arte) =_a(zG +b(izG@ т) (8.1-2) 
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其 中 当 C RM a(t). d(O AREER, HFN ER, alt) 28> 
0, 

ж VO=teo0) +n] (ө p= 

Dt V(é) =— (a(t) — п) 200) – b(t) ECO EC— ru- r) 

# (2а(1) - 8)822а> 825? ”a,B 为 常数 。 
则 (8.1-2) 式 零 解 一 致 浙 近 稳定 。 

定理 8.1.1、8.1.2 本 质 上 是 Ляпунов 关于 常 微分 方程 中 稳 
定性 定理 , 渐 近 稳定 性 定理 推广 到 泛 函 微分 方程 ,基本 思想 是 一 致 
的 。 因 此 下 面 的 不 稳定 性 定理 自然 便 是 Yeras EERE Я 
微分 方程 的 结果 。 

定理 8.1.3 Ü VEC 中 连续 有 界 泛 函 , 若 记 为 B(0,7) 
={€EC: lléll<r} , 且 存在 ”>>0, 开 集 UCC ,使 得 ; 

1) V(4)>0 E EEU 的 边界 To 上,V(g)=0; 

2) {0} = УПВ(0, ғ) ; 

3) Æ УПВ(0, r) E У(6)< оф, (1 200) 1); 

4) + РЕ ХУПВ(0,-) Е 


D. vV) Š im OV Crna ts ё)) – У(ё)] > ф›( 1 8(0) 1) 


则 (8.1- 1) 式 的 零 解 不 稳定 。 

特别 地 ,VEE UL) B(O,r) iit (to, EHE х, (to, EDER 
限时 间 内 达到 B(0,7) 的 边界 。 

WR ER, pgEUNB(0,7r), 则 V(&)>0。 由 条 件 3) 有 

| €(0) | =e, 'CVC8)) 
故 D. VE) 22 gall xl) 1) S ex (ər ( V(8))) > 0 
`4 x, € UN BO,r) 

id ] = ө(фү!(У(ф))) 

则 当 x€ UN BO, i BA 
B(x,) > У(ф) + бт — o) 

由 条 件 1) .4) 推 出 x(1) 不 可 能 越过 U KAAT, 而 离开 , УСЕ) 
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UNB, DEAR BUA г х, C B(0 ,r) 的 边界 。 由 2) 空 
E C RELA (0) FERRE EC U 门 B(0,7), 故 (8.1-1) 
式 的 零 解 不 稳定 。 

例 2 考虑 方程 

delt) E altfel) + (2) flat —т)) (8.1-3) 

其 中 f(z)z > 0,24 x40, f(0) = 0 

a(t).b(z) 是 R' 上 的 连续 函数 , 且 alt) >> 

1b(2)I<g 0<а<1 
若 取 Ляпунов ZZ PÑ ' 


ve) = | Kedr- $f" 9) 
则 有 v(e) < |" fled 
D*V lea. = SÉ = ale) = IPC) + bfal) 


Каб = r)) + Š PG е) (8.1-4) 
注意 到 (8.1-4) 式 是 F(z(z)) fel- r)) 的 正定 二 次 型 。 若 
у = lee Cs] /fdr > $f" (ale) ae! 

. 非 空 , 则 (8.1-4) 式 的 零 解 不 稳定 。 


# alt) 6<0,|b(z)|< që, Í sq <1 
Ж Ляпунов 泛 函 为 


vig) = Јада + $f" PGs 


则 由 定理 8.1.2 知 (8.1-1) 式 的 零 解 一 致 浙 近 稳定 。 
对 于 上 述 基 本 定理 有 各 式 各 样 的 推广 改进 ,例如 典型 的 有 
定理 8.1.4 FFE VGO, o) pl,9az,93E 开 ,满足 : 
1) Уг20, ЄС 
e (| ф(0) 1) < У(2,ф) < eX |l el) (8.1-5) 


369 


2) HV 19220, pE C, 36 00,77,2221, ¿C [tos to + 
rol, B ` | Vit, x, (to, ф))22Афә( lL ell) 
V(t,x, (t @)) 2 У(ё,х(,ф)) tS £ < # 
V(t,x,(t,@)) > V(£,x,(to,@)) 
to Ë < t t= Ë + to + ro 


时 有 
D* V(t,x,(t,@)) SG, VE, x(t9,¢))) (8.1-6) 
其 中 СЄ С[К,,К,],С(2,0) = 0 
3) 常 微 分 方程 
y(t) = G(t,y(t)) 
的 零 解 一 致 稳定 。 


则 (8.1-1) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 

推论 8.1.1 若 定 理 8.1.4 中 条 件 1) 满 足 , 条 件 2) 中 (8.1- 
6) 式 改 为 下 式 

D* V(t,x,(to,@)) laga. S< h(t)H( V(t,x,(to,¢))) 


% а dV _ 
жүзу 008 < = оуу a0) 


则 (8.1-1) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 

定理 8.1.4 及 推论 8.1.1 的 详细 证 明 可 参考 文献 L165 一 
167] ,这 些 结果 实质 上 是 建立 了 泛 函 微分 方程 稳定 性 的 比较 原理 
和 方法 ,是 很 有 用 的 。 

下 面 介绍 最 新 的 文献 [174] 的 结果 ,把 推论 8.1.1 中 | 9 
= о 的 假设 去 掉 了 。 
定理 8.1.5 Е Ляпунов і V(t,E)ELR'XC,R*] 
满足 

D gC | ё(0) DSV, E Spl | š 1) 

Фі. @ Є К 
2) 对 任何 区 域 0<4< || £ || <u ,存在 í" EH te” 
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D? V(t,&) 1(8.1-1) <А()Н(У) 
HH AG)ECLR’,R],HECIR*,R*] ,H H(s)Z0,sZ0 


3) | AG <o W>. 


则 方程 (8.1-1) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 
证 ;Ye>0, 由 条 件 2) 对 区 域 0< р; С e (e))< | g Il < 
e, fff t" (е), гі", 
D! V(t,@) вал) SAHV) 
由 条 件 3) 知 存在 T (e) > "使 得 对 任意 的 ;> sZ: T(e)# 


pile) ds 


f à (t)dt <Í; ao ACs) 


又 由 条 件 Ж УЛ ҮҮ ЛГ ГТ Si(e) 使 得 当 | || 
<le HA 


Vap) < File) (8.1-7) 
AI | oll <8(є,Т)( ЖЛ 6(e,T)<61(e)) 时 有 
| x,(to, 0) Il < (е) +< t < T(e) to < t< Te) 
下 面 证 对 一 切 toElr, + о], || ol < ó Bf 
| x,(to, g) | <e :之 to 成 立 
分 两 种 情况 进行 讨论 : 
情况 1 oT, Il <6, 现 证 对 t 之 to 
У(т,х,) < (e), WVO) = V(z ,x,) 
若 不 然 , 则 由 (8.1-7) 式 知 存在 to > 21 to ,使 得 


Уба) = уфе) Van = pile) 


H 10168) < VO) < pile) £E (п.т) (8.1-8) 


Vir) < ple) #Є[ мө» 
于 是 得 到 
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| х,(10,&) | < е tE [to — rtz] 
从 而 | | x,(to, ë) | < E€ t Є [20,22] 
又 方程 (8.1-1) 和 (8.1-8) 式 知 
Il x, | > ç; 12-166) tC [21,2] 


H Т 的 取 法 和 (8.1-8) 式 知 
D* V(t) laga. SAC)H( V(z)) te [41.22] 


(t) 
易 证 + M <А ) t E [21,20] 
VG) ds 
从 而 jo <l. ACs)ds 


由 V(z1)= 方 pi(e)， V(t2)= pile) 


Ce) VG) 
[МИ он je УНС < A(s)ds 
[ИИ ds 
doce) H(s s) 
19912738. KM V(z)< o (e), tty, Alt 
lx(t. I <e tt 
情况 2 1 过 to< 工 ,此 时 由 (8.1-8) 式 知 当 
Well < 时 ,有 
1х, (20,2) | < ê toSt<T 
MAF = Т, Фф" =xr(to,€).A 
lal <à, 


由 (8.1-7) 式 知 
Vit.) < 了 pi(s) 
重复 情况 1 的 证 明 可 知 
lx(t Ol <£ t2t,=T 即 
lalo Dl <£ tto 
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结合 情况 1 和 情况 2 可 知 方程 (8.1-1) 的 零 解 是 一 致 稳定 的 。 
例 3 研究 纯 量 方程 


ц). Сааб) жао) 200) 12.20 
| (8.1-9) 
取 Vig) = 39200) 
Y= = 4V- z2(t)[: —z(t)z(#— r)] 
34 0<А< || x, | <p, WR Sot Ht A 
a < pv 


这 里 AC) = 与 由 定理 8.1.5 可 知 (8.1.9) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 


定理 8.1.6 AE Ляпунов ZA У(,ф)ЄС[Е' x C, 
R*),A€C(I,RI Ee 8.1.5 中 的 条 件 1)、2), 且 存在 tE 


+00 
RY n MN. (O<. B | as)ds =- оо. 
t 


则 (8.1-1) 式 的 零 解 渐 近 稳定 。 
证 :由 定理 8.1.5 的 条 件 1).2) ce, MAC) <0 及 定理 
8.1.5 论证 知 ,方程 (8.1-1) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 
Ye>0, 令 8(e) 为 一 致 稳定 定义 中 的 6, 记 Ni=fipEC 
ll ell <éC)}. YEL pEN 9 
lx Ctog) | <1 122 to 
下 面 证 х,(1,ф)-—>0 (4 z— + оо), 
若 对 一 切 cto WH | x, (to, ф) | Sole), HARE 2) 0 
< 8(є)< || р || <1, 存在 1”。 当 1 之 "时 ,有 
D: x x) < A(t) HCV) 


Vit) <f. x 
Rp he ябу ACs)ds = 
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其 中 V(t)= V(t,xo), 取 t=, 使 得 
V(t.) > 0, 得 到 


V(t) 
Ivan tito <I, Ms)ds Z 


由 条 件 3) 知 
| Гас 二 一 co 


MW VG) >> + oo), 事实 上 ,如 果 存在 )>0, 忆 -oo ,使 得 
V(t,) > p WFE N,`4 n>N, >t Н. 

Wa ds 

vap Hs) = 

X V(t.) < pl || x, 00) 


ШУ (о) FECES, RIE V(r,). V(z,)— Vo ( 3 
n— oo ),# < VS o, (1) 
在 (8.1-10) 式 中 两边 令 ”>oco 取 极限 得 到 
W ds <- 
vep H(s) 
FA. W Va) (4 t>), § 
up v(t +0) = У, 0 (2+ оо) (8.1-11) 
X 0 < pS p x, 1) < V, t to + r 
这 与 (8.1-11) 式 矛盾 。 故 存在 TS to, 18 | xr (to, o) 1 < 
6(e), 从 而 当 :之 了 时 
| x,(t9, 9) jj <e 
即 方程 (8.1-1) 的 零 解 斯 近 稳 定 。 
Ж “在 文献 [167]P119 的 推论 3.1 中 讨论 自治 系统 的 零 解 趋 
于 零 的 渐 近 性 态 时 , 作 了 f(x,) 的 全 连续 性 及 六 负 定 的 假设 。 而 
这 里 定理 8.1.7 不 需要 有 界 性 假设 , 且 V 的 上 界 可 以 是 在 某 个 
范围 内 的 常 负 函数 。 


<; A(s)ds (8.1-10) 
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最 后 ,介绍 一 个 关于 零 解 一 致 渐 近 稳定 的 结果 。 

定理 8.1.7[74] 若 存在 Ляпунов 28 VECIIXC,R* Al 
4(z)ECII,R ] 满 足 定理 8.1.7 的 条 件 1) .2), 且 存在 与 ET 使 得 
当 > Ш],А()<0„ NPV tg >t*.M>0, Ht T*(M)>0, 4E 
得 


+ 个 
. | A(s)ds < М (8.1-12) 


0 


则 方程 (8.1-1) 式 的 零 解 是 一 致 浙 近 稳定 的 。 

证 :由 条 件 1)、2) 及 er, 时 A(z) 志 0, 以 及 定理 8.1.6 之 论 
证 和 方程 (8.1-1) 式 的 零 解 是 一 致 稳定 的 , 令 8(e ) 为 一 致 稳定 定 
хф 2,1027 5(1)={ФЄ С, | ф | <dC) 对 任意 的 Є (=, 
+оо], 

e€ S(1) RA || x(t0,9) | <1, 2220. 

FOSSES] Ф 1<1, 由 条 件 2) 知 存在 £" (с) 22014 
121° WA 

Dt У(А, ф) вал) SACG)H(V) (8.1-13) 

x [аса = — оо (8.1-14) 


w V(t)=V(t,x,) 

情况 1 Le (e), 取 to(e) 之 t*(e), HY >te) 时 
| AG) <- o AG (8.1-15) 

考察 1* =[z* ,t,+ r ERVE s€ I" ,使 得 

| x, (tos p) | <<d(e), ARR, Bt ce I* , WA 

{| х, (to p) |] Sole), 则 由 (8.1-13) 式 得 到 


V(t) ds ж 
L. Ftp <|. a(s)ds :EI 


又 g(x, |) < V(z) < mCi x, | ) p21) 
Э V(t" )<V (1) V(t*)> V(t) 都 有 
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; vit") ds p1) ds 
Аса | <] | 
| (s)ds< va) H(s) ~J (tec) НС) 


pre ds fe ds 
ФП НС) Jeen H(s) 
н (8.1-15) RR, ЧЄ [2,05 +], A 
== ds 
eC xz) 1) НСБ) 
从 而 | х(20,Ф) | <8(є) z€ [rta t т), Alt | х, (too) || 
<d(e) A | х,(ғ0,ф) ll Sole) €C I" FIG. BUA t€ I" 
使 得 | х, (20, Ф) | <el), AMS >t + r, || х, (00,9) | <e, 
由 于 torto ct tpt reintr, A Tle)=titr-r, ЕЕ 
Stot TH, || xlo p) 1 <, 
情况 2 « to>t* (е), 510 =[to,totr+T* ] ТЕ 


1Є І 


> 0 


t rT p1) ds 
А A(s)ds <- оя (8.1-16) 
由 定理 的 假设 知 ,上 述 T * НЙТ є, В.А (5) 0, 520, 因此 


t ps (1) ds 
_ Z= t + Т^ 
| 608 < | sen HO t> t + T 


与 情况 1 类 似 可 证 , 若 :E19 |х, | <1 则 


t p,(ale)) ds 
-| aA(s)d <| 
|, (Yds < px) H(s) 


MF CI, = [+ T* tot T* + е], AH (8.1-16).(8. 1-17) 
两 式 , 有 


(8.1-17) 


Го d; 
oh xe) |) НС) 


与 情况 1 类 似 可 得 
| Xatt rC top) | < ó (e) BY | х,(10,ф) I 281 Є I` 
相 矛 盾 , 故 当 tery + T * +r 时 有 
| х,(20,9) 1 <e 
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由 情况 1 和 2 知 方程 (8.1-1) 的 零 解 是 一 致 渐 近 稳定 的 。 

Ж 文献 [167] 中 相应 定理 要 求 f AAA (2, 9p) 负 定 , 此 定 
HERT f 的 有 和 界 性 假设 V(t ,gp) 的 上 界 允许 是 在 某 个 范围 内 常 
负 型 函数 , 

fa 讨论 纯 量 方程 

dzx(t) 

dt 


=-ir(t)+a(t)e(t-r)x*(t) t>r>0 
HP a ECir +o), R] la) SL t2r 
Ж V(r, p) =} g0) 则 
D VG, p) = = E(t) -Fe - 2alt)aelt = r)z(0)] 
XF0<à l< |x, Se, aby He” 
D* V(x, p) <- 0, = Fert – 21и?) 
<- Фа?) =- 1000,9) 
-这 里 AG) =t, 122102, 对 任意 的 M>0, 取 T*>vV2M 
[т Ms)ds =- от" 47" <- T° <-М 


根据 定理 8.1.6, 上 述 方程 的 零 解 是 一 致 浙 近 稳定 的 。 显 然 此 例 
中 f(t,g)= 一 tp(0)+a(i)p( 一 r)q*(0) 不 具有 有 界 性 。 


82 滞后 型 系统 的 Разумихин 211165167! 


Ляпунов 泛 函 方法 ,虽然 理论 上 很 一 般 ,但 除了 对 一 些 较 特殊 
的 微分 差分 方程 ,构造 这 种 泛 函 较 方便 外 ,对 一 般 系统 往往 十 分 困 
难 ,于 是 人 们 仍然 希望 借助 于 常 微分 方程 中 构造 Ляпунов 函数 的 
种 种 方法 和 技巧 。 用 Ляпунов 函数 主要 的 困难 和 麻烦 是 判定 中 


的 负 定 或 半 负 定 。 
例如 ` 
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dz = аж(1) + bz(t — z) ` 
选取 Vax? W SV ax? + belt)alt-r) (8.2-1) 


SHE ДҮ 的 负 定 或 半 负 定 。 对 右 端 含有 多 个 时 沾 的 微分 方 
程 组 ,尤其 困难 。 | | | 

60 年 代 苏 联 学 者 Разумихин 在 没有 增加 对 证 困 微分 方程 本 
身 的 限制 的 前 提 下 ,提出 了 一 个 Разумихин 条 件 ,发 展 成 为 了 一 
种 基本 的 方法 , 称 之 为 Ляпунов 函数 加 Разумихин 技巧 ,使 得 泛 
函 微分 方程 稳定 性 ,有 界 性 的 研究 有 了 长 足 的 进展 。 直 到 今天 , 仍 
有 不 少 学 者 在 研究 ,推广 这 种 方法 TNE 

下 面 以 (8.2-1) 式 来 仔细 分 析 一 下 Разумихих 的 原始 思想 。 

(8.2-1) 式 的 右 端 是 关于 x(t) (г с), mR 
定性 在 某 种 意义 上 讲 是 研究 解 的 初 态 与 未 来 状态 的 关系 。 当 
jz(t 一 z)|>|x(z)| 时 , 解 已 成 下 降 趋 势 (或 成 稳定 趋势 ,不 必 对 


各 加 任何 条 件 。 故 只 需 对 |z(z)| 之 |z(z е) | 的 情况 ,加 以 全 
<0 的 条 件 , 这 个 条 件 , 正 是 克制 解 的 不 稳定 趋势 , 故 在 c1), 0 
- =) 平面 上 ,只 要 在 有 阴影 的 部 分 内 5 <0 便 行 了 ,如 图 8-1 所 
Жо 


x(t—r) 


xt) 
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于 是 
ал? + |b] 2%(1)=(a +161) 260) 
4 |=(2-т)1«[х()1 

这 时 当 a+ 1610, адя. 

于 是 有 定理 8.2.1。 

定理 8.2.1 若 存 在 一 个 JIanyHos 函数 V(r,x)C€ CLR, х 
R" R, | 满足 

1) one | x | )<V(t,x)< o ( | x | ) 

2) D* V(t,x)| a SO 3 V(s,x(s))< V(z,x(z)) 
10<5<1 
则 (8.2-1) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 

证 :定义 Ляпунов ZZ РЁ 

V(t,€) = up V (z + 0,8(0)) 
则 存在 9,E1 一 r+,0] 使 得 | 
М(ї,ё&) = V(t + 00,2(0)) 

其 中 60=0 或 bo<0 

`4 0 <X0 E У(2+0,2(0))<У(: + 60,2(00)) BELO, 
01, 故 对 0<h<1, 有 

Vit + ayan(t,€)) <S VGE) 

ж D*V=0 

当 0=0 由 条 件 2) 可 知 D * V<0 
此 外 pi | ё(0)|)< У(,&)< ф›( || ë l) 
由 定理 8.1.1 可 知 结论 成 立 。 

定理 8.2.2 Ж 

1) 定 理 8.2.1 的 条 件 1) 成 立 ; 

2) 定 理 8.2.1 的 条 件 2) 加 强 为 :存在 一 个 连续 非 减 函数 
P(s)>0(s >0) 及 正定 函数 u(x), 使 得 当 V(z+0,9(0))< 
P(V(t,p(0))), 对 于 9E€[ 一 rr,0] 时 ,有 
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D* У(2,Ф(0)) laga S- uC || ф(0) 11) 
则 (8.1-1) 式 的 零 解 是 一 致 渐 近 稳定 的 。 

若 e € KR, 则 (8.2-1) 式 的 零 解 一 致 全 局 稳定 。 

证 :定理 8.2.2 的 条 件 蕴涵 定理 8.2.1 的 条 件 满足 , 故 (8.2- 
1) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 

W 0>0,Н>0 满足 e,(ó)= ф (Н), 事实 上 ,由 pz(0)=0 
有 0< o,(s)< (5), >0 RE 日 ,再 确定 5, 使 p2(6)= o (H), 
下 面 证 (8.1-1) 式 的 零 解 一 致 渐 近 稳定 且 全 局 吸引 。 记 初始 时 刻 
为 to, 
ф2(8)=ф›(Н), 由 定理 8.2.1 可 知 ,车 上 o || <ô, WA 

х,(о,Ф) || < H 
V(t,x,(t9,9)) < ф(8) 对 Vi 之 to 一 т ЙМ 

É 0< <H AEREA, MEFE Т = T( 7,0), eR 
V 19220, || e || <ë, H zZ2t0 + T + r 时 ,有 

| х,(20,Ф) i <a 

若 能 证 明 当 tty + T BF, V(t, х, (10, p) Spy), 则 上 述 
结论 成 立 。 

id x(t) = х, (10,9), 由 P(s) 的 性 质 知 存 在 а >0, 使 得 对 
pı) << ф›(о RME P(s) – sa, WN 为 满足 pg1(7) + М„2> 
9%2(3) 的 最 小 正 整数 , 且 记 | 

r= inf u(s) T = №›(8)/т 


V (eg (@)<S<H 


现在 要 证 
Vit, x(t)) < Ф109) Vt> t + T 
首先 证 明 存在 > + (g1(8))/r 有 
Vit, x(t)) < gı(9)+(N-1)a | (8.2-2) 
ФКК, MNA гого t+ pz(G)vr 成 立 
Ф103) +(N- Da V(t,x(t)) 
由 此 推出 矛盾 。 
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因为 Yt 之 to 一 +, 有 
V(ti,x(t)) < (6) 
从 而 = PC V(t,x(t))) > V(zt,x(t)) +а2ф() + Na 
`. Ze,(6)ZV(t+0,x(t+ 0)) 
当 tot to + $2(8)/r 6c[-r,0] 
由 定理 条 件 2) 有 
Dt Vit (t) S- ul | x(t) |)<—у оет ф›(8)/т 
` WA | | 
У(т,х(ї))< У(шо,х())— r(t ~ to) 
< ф›(8д)— r(t ~ to) ¿< t< to + ex (Š )/r 
M r= t = tot gp2(6)/r 有 
_ V(t,x(t)) < ф›(8) - (6) < 0 
5 V(t, x) MIE CEA IS, Ast (8.2-2) 00У, 

4 V(z,x(t))=oi(q) +(N-Da, D V(t, x(t) AE 
故 对 t2>max(t1, tot y2(d)/r) A | 
V(z,x(t)) Seilg) + (М—1)а 

AEE Т, = ўр(8)/ (3 =1,2,:- №), To £0, НИЙ k 
21 在 区 间 Т, St- t< T, LA 
glg) + (N — a < V(t,x(2)) < gly) + (N А + 1)a 
同 理 有 
Dt V(t,x(t))<-r Ty <:- t< T, 
DIB t-to- Tp-12292(0) /r 时 有 
V(r,x(:))< Vtg + Ty i, x (to + Т) — r(t to- Туз) 
< ¢2(d) = r(t — to- Ty-1) <0 
因此 有 
Vito + T, ,x(# + Т) < Gilg) + (N - k)a 
最 后 得 到 当 > + T, 时 有 | 
V(t,x(t)) < p(n) + (n — ñ)a 
用 归纳 法 证 明了 
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V(t,x(1)) < gily) Vt>N(9(8))/r 
即 l x(a) <? 3 t > N(e(6))/r 
故 (8.1-1) 式 的 零 解 一 致 渐 近 稳定 。 


$3 滞后 型 系统 的 有 界 性 与 耗 散 性 [168、\169] 


本 节 介 绍 滞后 型 泛 函 微分 方程 (8.1-1) 解 的 一 致 有 界 性 与 一 
致 耗 散 性 的 新 近 结 果 t158\169]。 
定义 8.3.1 称 系统 (8.1-1) 式 的 解 是 一 致 有 界 的 , 若 YBi > 
0, 存 在 B,>0,##848[ t I 20,2€ C[[ —z,0], R], | ë || <B,, > 
го] 1897 | x(t, г, £) || < B,, 称 系统 (8.1-1) 式 的 解 对 界 B 是 
一 致 耗 散 的 , 若 对 每 个 B, >0, 存 在 T>0 HBL 490, |! EI < 
Вз,1210+ TJAM || x(t, to, £) || < B, 
定义 8.3.2 ЖШ УЄ[К.,Е. 1,6728 а> 
0 是 积分 为 正 的 ( 简 记 为 y(?)E IP(a)), AHEM I= Ü Lan, 
8,1,8 
Ке? = оо 


其 中 Om <Bm<Qm+1 B, a, >a m=1,2,3°" 


定义 8.3.3 Ж—1 MWR y C [R , R] 关于 参数 c > 
0,8 >0,0 > 0( 简 记 为 7Y € PIP(a,8, 矿 )), 是 部 分 积分 为 正 的 ， 
若 存 在 一 个 序列 [1? ТЕЧЕ тет 
= ro ` | 

EX 8.3.4 MERA DE[R,; xC,R,] 沿 (8.1-1) 式 的 
解 是 连续 的 , 若 D(1,x,) 对 每 一 个 定义 在 [io, + oo] 上 的 解 x(t， 
to DEEL zo, + ©] LEBER, 

记 m(€)= min. | ECs) 1 EEC, 
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定理 8.3.1 设 D.VE[R; хС,К.]. V 连续 ,DD (8.1- 
1) 式 的 解 连续 。 设 yC PIP(a,8,T'), Hit C=max[8, h] ,假设 
Wi(r)—>o , 4 roo, H 
1) W.(I x(t) |) < Ү(2,х,) < „(1 x(t) |) 
+| D(u,x,)du 
t-h 
2) D(t, EKW || ë ||) 
3) D* (2, х,)<- v(t) М(т(х,)) — W5(D(t, x,)) + M 
4) 存在 Jo>0 和 U >0 使 得 
WWO) > 11MC AMER J> Jo 
h Wi О) 
(Ws( WI!(J + 11MC)))Jo 


则 (8.1-1) 式 的 解 一 致 有 界 , 且 一 致 耗 散 。 
证 :因为 yEPIPla, B, T), RURE IN tal atn 一 


t ta 
1„< 8,1818 F y(u)da > Г 


条 件 1) .2) 表 明 存 在 一 个 K 类 函数 W 使 得 
V(t,€) < WoC [| El) 
W x(t) = x(t, іо, 5) (8. 1-1) RA XJ z 20,831: | BY 
子 序列 15, | ,使 得 512220 4С», 41 - s,<5C ,可 使 
в — to<max[t,,p) Z T, 
首先 要 证 对 每 个 QS>maxl Jo + MC, U + MC], 若 存在 某 个 
t* 2тах[ tosti lo EH V(t" x 0, WET 5,20" ,存在 
q Sao Sn +4) ERE 
Van» x, ) < 0 — МС (8.3-1) 
不 妨 设 s, cet" .n=1,2,7°, BR 5-1 5С, BA Z, ARK 
学 归纳 法 证 (8.3-1) 成 立 。 
n=1,4(8.3-DAH, Ж 


Ws(s)ds > ИМС 
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Ү(2,х)20- МС 在 [s1,s2] 上 成 立 。 (8.3-2) 
由 条 件 1) 和 3) 对 Є [51,59] 
Will x) I< Vix) < Vit" ,x,") + 1OMC 


<2+10MC 
故 ll x, | <W;!(Q +10MC) Xt t€[s2-3C,s.] Н 
D(t,x,)<W3(W, '(Q+10MC)) 1Є[5-3С, 2], 


(8.3-3) 
现 (8.3-2) 和 条 件 Т) Els, + ]# 


Wal x(t) + [° D(u,x,)du > V(z,z) > 0 МС 
这 就 蕴涵 着 存在 r€ [5›—2С,С, ] 使 得 
f Dw, du > 2 wata ~ MC) 
B|x()|S>5Ws'(Q-MC), WHE ГЄ 5, 3С, Ra, 


情况 1 f рби,х,)аи > (о — МС) 


` _ 1 r 
现 定义 Wi) = ту-ду mc | Ws) 


则 W; ж й, В. W,(r)< Ws(r). Ж 0<r<W3(W, (a+ 
10МС)) ,对 条 件 3) 进 行 积 分 有 


@-МС<У(зу,х,)<У(*,х') -f Ws(D(u,x,)du +10MC 
2 А 
<a -f W(D(u,x,))du + 10MC 
и 


<a- һис (и ,x)du) + 10MC 
; 

` (H Jensen 不 等 式 ) 

<- hW (59-0051 (A ~ MC)) + 10MC 


(12h) W, (0-МС) 


h 
ww SOMO) We(s)ds 


<s- 
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+ 10MC < 0 - MC 矛盾 。 (8.3-4) 
情况 2 ISEW A- MC) 对 每 个 :E [s - 2C， 
52]. 
因为 [ss - 2С, 5 KBE 262228, 0715 - 2С, s] BE 
fEl ЮЕ V I V. Ë. Vi< V< Sy, S, 也 是 1 | 的 一 个 
元 素 。 KRIE, a <S- V<. H 
V2 - (S; - 2C) = 2С ~ (S; - Vy) >2C- B> C Èh 
再 对 条 件 3) 再 积分 便 有 
O — MCX V(s2,x,,) 


SV sx) - | уба) Walon Сх, )) du + 10MC 


У, 
<a-| 
V. 


2 


+a 
yu) Wam(x,)du + 10MC 


<Q- Wal Wi!(0 ~ MC))P +10MC 


< Q — MC 矛盾 。 
(8.3-5) 
故 存在 q © [si,sz] 使 得 V(qi, x, JSA — MC 
设 n= 上 ,存在 Elsk se A V4» x, <0 -MC 
当 n=&+1, 可 用 类 似 于 n =1 的 方法 ,证 明 存 在 deri € 
[q+ 1 s 2], 618 V (аку, xg SN- MC, 略 其 细节 。 
故 对 一 切 s, St * (8.3-1) 式 成 立 。 
现 证 (8.1-1) 式 的 解 一 致 有 界 即 要 指出 ,对 每 个 B>0, 存在 
By >0, AH 120, pC, || e 1 <В, fil tty HW || x(t, to, 
ф) 1 < Boo 
取 r* = si ,为 不 失 一 般 性 , 设 B, 满足 
We(B1) + TIM > тахіЈ + MC, U + МС} 
设 1€[to,s1] 对 条 件 3) 进 行 积 分 有 
Vx) S V(to,x,) + TIM < %%(В,) + T,M £a 
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DORE, А (8.3- ЖЯ om =1,2,3:-, ELE q, E[s,,s,41], 使 
得 
V(qg,, x, ) < Q -MC 

MEHRA >л, VUKA, E tElto s] RH tE 

[sos]  n=1,2,3 W 
WiC x(z) 1) < V(z,x,) < У(а„,х„) 
+ 5MC =< (2 + 4MC £ = іо 

取 B, Š Wi !(Q +4MC) ,这 就 证 明了 一 致 有 界 性 。 

对 于 一 致 耗 散 性 ,存在 一 个 B>0 和 每 个 .B; >0, 存 在 T>0, 
使 得 10220, 121 < Вз, 210+ Т, 3138 

| х(2,20,2) ll < B 
为 不 失 一 般 性 ,可 设 B; 满足 
We(B3) + T.M > тахі/ + MC, U + MC} 

显然 V(s x, SV Cty, x, ) + T,.M<W;(B;)+ T, M 

取 Q FWB) +TM," =+ 则 由 (8.3-1) 式 对 每 个 n 
二 1,2,… ,存在 一 个 gq, E [s,sn+1], 使 得 V (dn > x, )<() - MC 

# О – MC2>:max[ Jo + MC, V + МС], UR 0= Q — MC Al 
t* =qyo 再 用 (8.3-1) 式 则 对 每 个 s, 之 qi ,存在 4, E[s, ,s+1] ,使 
得 

V(g z, ) <A — MC<OQ-2MC 
继续 这 程序 N 次 直到 
О ~ NMC < тах! Jo + MC, U + MC! 

显然 , 取 


af [ N — max] Jo + MC, U + MC} 
N ®| MC 1+1 


Lx ДУР x 的 最 大 整数 。 
ФТ=5МС + Ti, WWF w 之 了 + 加 存在 一 个 加 E[s， 


5л +1] 
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使 得 V(p,.x, ) < Q — NMC < max[Jy + MC, U + MC] 
现 对 每 > + T, t 必 属 于 某 个 区 间 [s, , 5, 1], A 
Will x(t) DE V(z,x,) < У(р„,х„) + SMC 
< max[ Jo + MC, U + MC] + 5МС 

Re B= Wy! {max(Jo+MC,U + МС) | +5MC 
故 (8.1-1) 式 是 一 致 耗 散 的 。 

定理 8.3.2 ”车 定理 8.3.1 的 条 件 1)、3) 恒 成 立 ,2)、4) 分 别 
代 之 以 

2) Vit, 9) We loll); 

4)’ у (з '(V))P>1LMC 对 某 些 V>0, 且 W, КГ 

则 (8.1-1) 式 的 零 解 一 致 有 界 , 且 一 致 耗 散 。 

证 :类 似 于 定理 8.3.1 的 证 明 , 只 须 作 出 定理 8.3.2 的 情况 1 
的 证 明 。 

首先 , 取 万 >0, 使 得 AW5((1/2h) We! Oo) > LMC, E 
可 能 的 ,因为 当 r>% ,Ws(r) 一 %, 且 Ws 是 下 出 的 ,蕴涵 当 -一 
оо, W.(r)—co 

若 存在 FE[s-2C,s] ,使 得 | D(u,x)du > Y WI 


~ MC) 对 条 件 3) 进 行 积分 ,有 
N — MC < У(52,х,) < V(t" x") 


- Ws(D(u,x,))du + 10MC 

i 

<a- | Ws(D(u,x))du + 10MC 
i- 


<N- pws(1| рси ,Xu )du ) + 10MC 
(H Jensen 不 等 式 ) 
<A- pWs( Wa (2 - MC)) + 10MC 
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< 0 — MC FG (8.3-6) 
因此 ,情况 1 得 证 , 剩 下 的 证 明 如 同 定理 8.3.1, 略 。 
| 考虑 非 线性 纯 量 泛 函 微分 方程 


at = a(t) Wz +В) Wz А) + fz) 


(8.3-7) 
这 里 a€ClR+,R+],6€CIR+,R)],WEC(R,R] 
f(t,g) Є C[R.x C,R] 
BFE R>E>1,¢>0,8>0,7>0,B>0,P21,V>0,M> 
0, 使 下 列 条 件 满足 
1) а(@)-#|Ь(:+Һ)| ®у(:);>0,Ң УЄРЇР(«,В,Г) ; 
2) 对 每 个 220, Jit] ь(5)|?45<В; | 
3) 对 每 个 (z, ф)ЄЕ, XC, If, gp) ISM; 
4) W 是 偶 增 函 数 , 且 W((1⁄2)V) T >11Mmaxta, 8}, I 
(8.3-7) 式 的 解 是 一 致 有 界 的 ,一 致 耗 散 的 。 
TE: 24 W REER ; 便 是 一 个 K 类 函数 ,对 于 常数 >&>1， 
取 6>0, 具 有 k=&+5。 则 
—alt)+élblt+h)l=- Y(t)—- ó l b(£ + h)! 
定义 D(t,g)=|b(z+h)|W(l|e(0)]) Н. 


Уу) =1x(D 1+ ef 1 b(s В) 1 WO x(s) Dds 
€ P=1, W V(t,x,)<|x,| + BW lx, |) 
# P>1, 则 由 Holder FER 
Veen <i 6] тоер w 
- (1 x(s) rd] < || x, || + EBR WC || x, || ) 

Je (7) = тах{ ғ, EBW (rY, &B "A aW (r) | Il 

V(t,x,)< W( | x, 1) 
还 有 
D* V(t,x,) S— a(t)W(I x(t) 1) +1 (t)! WO x(z — h) 1) 
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“| f(t,x,) |+ ë| b(t +h) 1 WC! x(t) 1) 
- ё Ь(г нА) | W(Ix(£ — А) 1 
=(—a(t)+ €1 b(t +h) |W x(z) 1) 
+A- 2) 1 b(t) | W(Ix(¿—h) 0) +M 
=- YW(|| x(t) |) — dD(t,x,) + M 
Ж Wi(r)=r, Wol(r)=&, Ws(r)= W(r) 
| W.(r) = W(r), Ws(r) = > 
则 定理 8.3.2 的 所 有 条 件 满足 ,因此 (8.3-7) 式 的 解 是 一 致 有 界 
的 ,一 致 耗 散 的 。 


$4 中立 型 系统 Ляпунов 泛 函 法 [15~167] 


考虑 下 列 算 子 型 中 立 型 泛 函 微分 方程 
р(х) = ftom) (8.4-1) 
ЕФ p.fe C[R. XC,R"],D BEER, x C 上 的 差分 算 子 。 
假设 (8.4-1) 式 的 解 整体 存在 唯一 性 条 件 成 立 , 且 f(t,0)= D(z， 
0)=0, | 
定义 8.4.1 REF D(C, zx) 一 致 稳定 的 若 存 在 常数 a、6 > 
0, 使 得 Vh€ CLR.,,R”|], 非 齐 次 差分 方程 


D(t,y) = A(t) t to (8.4-2) 
的 解 yt 满足 
ly J <pe et | y | +ó sup, | ACs) Ih 12210 
t = s= 
(8.4-3) 


иЕе ИЕ ИИ АЛЕ ВЕ, ИТЕЛЕ HEE 
定义 (8.4-1) 式 零 解 的 稳定 性 和 渐 近 稳定 性 。 

引 理 8.4.1 设 (8.4-1) 式 的 算 子 D(z , x, ) 是 一 致 稳定 的 , 则 
(8.4- DR Co, ENHA x(t) = x(t, to £), ERY BR a 
(t)€CIR,,R+],a(0) =0, FE 802) ССК, , К. ], В(0) = 
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0。 使 得 : 

1) 4 £] <a E, | Da, x) | Sad) tto H 

|x, | <B(O) > 

2) УМ> fl A>0, FFE T= T(M,6,A)>0, (8% || £ || 

<M, || D(t,x,) | Sa(0), 1229.48 
lx, | <BCO)+A t>totT 

证 :对 条 件 1) 由 (8.4-3) 式 , 取 8(5) 宇 6(8+a(6)) 即 得 ,对 

条 件 2) 中 的 T JRA 


1 b 
T > шах{0, In 373) A 205)! 


故 当 tty + T AY, Н (8.4-3) 5 
Il x, I< ве |] +5 ,Sup, | D(s,x,) | 


< be “TM + bald) < B(ó) +A 
定理 8.4.1 设 (8.4-1) 式 中 的 算 子 D 一 致 稳定 , AE CIR, 
x CCA AE), РН 上 有 界 , 若 存在 V(t,e)ECLR+xC,R | 
满足 
1) oC Р(т,ё) EV, Sp [| EM) 
2) D* Ува S- WOD, EID . 
其 中 Fhap WEK, | 
存在 连续 函数 (5), a(0)=0,a( )2>0,3t s>0. 使 得 
gol s <e;(a(s)) 
则 (8.4-1) 式 的 零 解 一 致 渐 近 稳定 。 
证 : 设 8(6) 由 引 理 8.4.1 确定 ,对 Ye>>0, 46,0<d<e， 
B(6)<<e, 当 条 件 1)、2) 得 出 当 | ë | <ó 时 ,对 
x(t) =x(t,t),é) 有 
gi( |} D(t,x,) | )< V(z,x,) < V(to,8) 
Kgl lEI) pE) ф(а(8)) ¿Zo 
从 而 有 
| D(t,x,) | < a(àó) 12010 
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由 引 理 8.4.1 可 推 知 
lx, Il <p(d)<e t> to 
即 (8.4-1) 式 的 零 解 一 致 稳定 ,下 面 证 一 致 渐 近 稳定 性 。 
W dy =6(1) ,对 V7>0, RHE T=T(y)>0, (84 >to, 
| ф 1 委 6o 时 ,对 (8.4-1) 式 的 解 x(t) = (г, го, E) A 
34 r> t + TO В, || x, | <y (8.4-4) 
用 反 证 法 , 苦 (8.4-4) 式 不 成 立 , 则 有 
| х, 28, 2220, 由 (8.4-3) 式 对 Yr 之 t0, 有 
ô< | x, |=<bpe@-2]| z | +5 sup. | О(з,х,) | (8.4-5) 


选取 正 数 >, 使 得 > >maxi0, 二 Im 2b ° 


记 to=totr, H(8.4-S)K,A 
ё< lx, |< be“ | x, | +6 „Зур, | DCs, x,) || 


9+0 sup, Пр.) | 
从 而 有 

b ЕЯ | D(s,x,) || > > 
故 存在 nelo l WE | Diy х.) | = > 
同 理 有 


ID a > а € linh] 

其 中 t,=totkr (k=1,2,…), 再 由 了 的 有 界 性 可 知 存在 常 
WL f 

ЭЩ £= to, || Ар, x,) || < L 
故 当 l>a, >to ЗА РЕ го + (227 一 7,10 
+257](i=1,2,…), 使 得 DC.) >Ë 
从 而 

当 1 € [2 - 205, 22), р, x) | > 
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AG L 取 适 当 大 ， -<t 因而 各 区 间 [z; — 


4 ~ 2 15 stit 
T ] 互 不 相交 ,此 时 有 


34 € [z — 


MA ti + 7315] 


+ б 
D* V(t,x,) ва) <— ДЕЗ 


从 而 有 


Voters.) < Убе) -WE дов 1) 


选取 正 整 数 >1+ уи (ж) |, 则 有 


Уба) < V(t», р) — "иу (ata (ав) $9 
因而 推出 矛盾 。 | 


这 表明 存在 1” Є го, го +287], | x 二 6, 进 而 推出 当 
toto t 2kr, | x, | <q, 即 (8.4-1) 式 零 解 一 致 浙 近 稳定 。 


85 中 立 型 系统 的 Ляпунов PARES 


本 节 介 绍 用 Ляпунов 函数 法 来 研究 中 立 型 泛 函 微分 方程 稳 
定性 的 结果 [1801。 
考虑 非 线 性 中 立 型 方程 组 
dru) = f(t,x,.z,) (8.5-1) 
这 里 ,xER”*， fE cle» Сох Ch, R”], E (2,0 0)=0 
x,(0) = x(t + 0), 0 € (— So,to), z€ [tos tota] 
Cy={éEec, lel <H? 
Ch = [EE Cy N CE € Cyl 
为 (8.5-1) 式 解 的 存在 性 , 设 初始 函数 满足 
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Ё(0) = f(t0,£(0),8(0)) 0 和 [一 六 ,0] 
定理 8.5.1 ”假设 下 列 条 件 满足 
1) Кух) | <K Cll x, )+ Koll z, 1) 
ХШ Ky. Ky SESE ЖН К,(0) = K>(0) =0. 
2) 2&K,(o)+ Kilo) Ж 2<К(о), 
K(s) >0,4 s >0,H К(с) 是 严格 增 的 连续 函数 。 
3) 对 于 1) 中 的 К,,К,,В 
IFG, x, zx) || < Ki( _sup | x(s) 1) 
+ K, fle | a(s)+ F(t, 1х, Il, 1а, 1) 
这 里 p(1)ECIR,,RI] 
FECC(R'XR,XR,,R), AME M > 0, 当 上 一 оо, 
,Sup F(t x.y) +0 
4) 存在 函数 VC [R , XR, R- ] 使 得 
Ф011 |) V(z,x) < go || x ||) 
这 里 ФФ: Ko 
5) 存在 函数 p(1)E€ СГВ", R), HB pSt, B ple 
co, 34 жоо, НЕВА N MTA se(p(z),¢],4 
Vis, x(s))<N | z(s) I< K(gz'(N)) 
有 D? V(t,x) lg < F(H,V,N) 
R F(:,V,V)<- W,(V)+ g(t)G(B) + р(:) 9(У) 
W:(r) 是 连续 的 正 函 数 , 当 r>0 时 


g(t) 20, | gilsdds < о, GOV) >0,О(У) 20 


E, g(t) 20, H 4 to, go(t)>0 о 
| Е(1,У, №) ~ Е(1,У, №) I< [h (t) + ho] | АМ, — М» | 


пабе) 20, лб) < ‚л; BARA AB 
则 (8.5-1) 式 零 解 的 稳定 性 蕴涵 渐 近 稳定 性 。 
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证 : 令 x(z) 衬 x(z,to,9), 且 设 (8.5-1) 式 的 零 解 稳定 , 则 对 
任意 给 定 的 Н,>0,0<Н,<Н, 1020,66 ë >0 使 得 
VECS t > ¿o => || x(t, toxo) | < H, < H 
从 条 件 2) 有 | 
|| z(z,ro, £) || < тах(ё,К(Н,)) 


令 с = lim sup V(t, х(2)) (8.5-2) 
o= lim inf V (z, x(z)) (8.5-3) 
q= lim sup la(t) | (8.5-4) 


Vue>0, ЗаЄ (0, м) 使 得 
К(фү!(е + р)) > К(фү!(о)) + a 
Mo 的 定义 ,存在 Tto, 8 >T 
Vit,x(t))<oty 
120) |<qta<qtyp 

因此 1х0) Il < рф (G+ и) 

因为 当 >o, P(t) 0 ,存在 TST, EE p(:)> T, t> 
Т, 


故 RED IS +а, > Т, 
从 (8.5-4) 式 推出 存在 n> , T, > ,使 得 
|l2(T,) | =q- п = 1,2,3--- 


由 条 件 3) ,可 得 到 
а-а< 15(Т,)1<К,(0ф 10 + р)) + К+ и) | 


+1 ЕСТ,, 1х, Il. [р х(Т„) ||)! (8.5-5) 
令 u0, n> „Ш Т, оо, M(8.5-5) RBH 
4<К,(ф 1(o)) + K;(q) (8.5-6) 
由 条 件 2) 进 而 可 推出 
q < Ke (с) (8.5-7) 


这 样 , 对 于 tT spt), A 
V(s,x(s))< o + # 
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lzi) 1 <а+а< К(ф (c)) + a 
< К(ф (z + #)) 
从 条 件 5) 有 
D' V(t)<F(t, V(t)o +p) 
<F(t, V(t), Vit)) + |F(z,V(t),s + и) 
—F(t,V(t),V(t))| 
-~W(V(t)) + gi(t)GCV(t)) + got) QUV(t)) 
+ А) + А [ажи V| (8.5-8) 
首先 指出 c=a, 设 c>a, 则 存在 两 个 序列 kas Vro ky >, 
V, >0, 使 得 


V(k) = с- џи Vik, + V,) = 0-5 


H. o-< VG)< s - 5 k, < zt < Ë, + V, 
选取 0< uK1,n>>1, (EIR 
( inf W,(s))— 2h2p — al sup Q(s))> 0 
ci, 


:Є12-.8—4] zopa) 
对 于 1€[k, kp + V,] ,有 
Dt V(t)< gGCV) + iG) lo +£ — VG) 1 
<gi(t)Mt+2phy(t) te [kk + Val 
这 里 G(V(t))<M =const „> 
积分 上 述 微分 不 等 式 便 有 cay 
Vik, + Vy) < V(k,) + M| ` "z (s)ds 
h +V - 
+ 2p" "h (s)ds (8.5-9) 
从 (8.5-9) 式 不 难看 出 | 
+V k +V 
> < Mi, "z (s)ds + 2. " "hi (s)ds (8.5-10) 
因为 gi1、hi EL, (0, о), (8.5- 10) 式 推出 ; 当 n>, k,” 


°, u0. RETAN, Kane “ось 
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0O<ao-p<V(t)<otyp 对 上 > Т, 


Sup, 2(s))] 


( 
> 1, (а) 
则 对 于 >T 
D* V(t) S- W,(V(t)) + gI (z)G( V(t)) 
+ go(t)QCV(2)) + [h(t) + ho] lo + yp- V(t)! 
<- W(t) + 2hyp + gə(t)Q( V(t)) 
+ gi(()XG(V(z))) + 2h (z) 
<- J %#›(о)д1(@)М + 2phi(e) 
因此 对 t> T,> T> 


V(t) < V(T;) = $ Walo) (t = Ts) + М]? gs)ds 


erent, W208) )- [2h2p t Į 


+ 2p]! hls)ds (8.5-11) 
3 


因为 g ELLO, co] ,从 (8.5-1) 式 推出 V(i) 是 负 的 , 当 z 污 1, 这 
不 可 能 , 故 a = 0. Bi 
lim sup || x(z).| = liminfl x(z) | = 0 
现在 ,把 定理 8.5.1 的 一 般 性 结果 应 用 到 具体 系统 。 
定理 8.5.2 考虑 线性 中 立 型 系统 


Ях Ax(t)+ Bx(t-1)+Ci(t-0) ro>0 (8.5-12) 


dt 
这 里 А,В,С 是 n X n WN BEBE, RET ROVE 
СТК", К їде 
al xh? < у(х) < || xl? (8.5-13) 


1-1cl >0 к= ЧАЙ САН] (8.5-14) 


avi 
| V V(x) |= 1 55 <А 1х А> 0 (8.5-15) 


396 


(X) a <- inte 1>0 (8.5-16) 


# Ав сік < Ż (8.5-17) 
则 (8.5-12) 式 的 零 解 是 对 所 有 时 滞 с, o 是 指数 稳定 的 。 
证 :从 (8.4-12) 式 ,有 ` 
le(t) | =| Az(t) + Bx(t — т) + Cr(t — o) | 
< PA (x(t) i+ IB ix- r) | 
+ | Cl zŒ- e) | (8.5-18) 
$ m(t) = sup | x(s) | p(t) = sup | 2(s) | 
y(t) < Km(t) 
现在 ЗУ (VV г) 


“varo Ë V] ве) + (SY V] сао) 
<- inte + |%У ИИИ ЖИШП 


= уо | B |: supl x(s)|? 


ACH C sup |х(5)!)( sup |х(5)) 


<sly(ey BL on ap VOG 


ол 


А11 Бар VGC) 


< Дух) + АСВ + СЇ К) РС) (8.5-19) 

这 里 V= 53р oY eG) 

利用 Halanay 不 等 式 ,从 (8.5-19) 式 可 推 知 结论 成 立 。 

例 设 4.Bi、B, 是 axz 常 矩阵 , 设 Ci(z)、C2(z) 是 定义 
在 [0,+ oo] ях п 连续 函数 第 阵 

AGG) < ® i = 1,2. 
1 piv po 是 连续 的 ,使 得 
DESPES p(t) Spot) < 
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йар) = % 
设 A 稳定 , 故 Ляпунов 矩阵 方程 
ATB + BA =- І 
AIEEE B, 使 得 
АТВ + ВА =- І 
Amin | x |2 < xTBx < àma || x |}? 
这 里 А-А B 的 最 小 最 大 特征 值 , 均 为 正 数 。 若 
1) 4 t,t- p(t), p( t)—>oo 


2) ів, + [1С ае <1 
3) HBH (5) ув. + e 1 Boll +)” lc) Ide) 
+ an I Cae) || dt |< 4 (8.5-20) 


LAI + IB +] lc Паг 
这 里 k = 5° 
1- [Bot + (2с) Ihde] 
(8.5-21) 


ИЕ Е 
ахы) = Ax(t) + Bix(p1(t)) + Baz (po(2)) 


+| Cie s)x(s)ds +] Cale - sa (sds (8.5-22) 
的 零 解 是 渐 近 稳定 的 。 
Ж У(х)=х!Вх W 
iC ll x |) “Ашы x ?< V(x) 
«А х [2 © ф›( [| xl) (8.5-23) 
从 (8.5-22) 可 进而 推 知 
| Ax(t) + Bix(pi(i)) + Box(pr(t)) 


+ GG- з) о) + | Cale = s)z(s)ds | 
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<MAI +B + (Сс) Ids) „эр 1x6) 


+ (Bal +)" Nea) ias) sup 1208) | 


| Песах од) fay (8.5-24) 
t-p(t) t-p(t) 

直接 计算 便 有 | 
D* V(x) L- х7(0) (0) +2700) ВСВух(р(0)) + Bak (р2(0)) 


+Í Ci(e-s)x(sdds + | CG = si(s)ds] (8.5-25) 


若 V(x(s))< V(x(:)),# 


(WAN + 151 +] le) ае 
E OLES a | x(t) | 
аво +] їс) аг 
< (SEP) <, | | ms Jie |: (8.5-26) 
Ж, 4 s<; A 
p(s) < (Аве) (0) | 
利用 这 些 ,能 推出 | 


va) <1 Ра 2,/ (де) вв, + aU Bo 


+ [E ila) ва + ef Gu) Idu) | 


<0 -= (8.5-27) 
故 (8.5-22) 式 的 零 解 是 稳定 的 , 现 进而 证 明 浙 近 稳定 性 。 
对 于 pS St Ж V(x(s))<N(:) 


re) к, (М0) ple) < <: 
(ху I< (32) P< < 


这 里 
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FG,V,N)=- [|+ 2 [BN iB 1 + кива! 


+) Neve) паг + к[ Icha] 


 +2g;GOMIBI (8.5-28) 
lx(t)|?<M lc(t)|<M Н 


ert) = |, CHC) ICu) du 0 о 
FG v, n) =- [51 - (21801) B1 + KIB, 


+ J) lc Паг + K|” ссе lae) Jv 
+ 2g2(t)M || B || (8.5-29) 


IF, У, №) = FG, v, №1 (281) 1 B, 1 +K 15.1 


сә + с ам м 


故 定 理 8.5.1 的 所 有 条 件 满 足 , 从 而 (8.5-22) 式 的 零 解 渐 近 
稳定 。 


86 中 立 型 系统 指数 稳定 性 [196] 


考虑 一 类 中 立 型 泛 函 微分 方程 


alse) GODT ж, „, (8.6-1) 


这 里 
G(x,)€ C'[C[ -7,0],R"] 
f(t,x,)ECLR.xC[-1,0],R7] 
G(0) = f(t,0)=0 
若 (8.6-1) 式 过 初始 函数 PE C[[z – с, 0],R"] 的 解 x(z， 
PADRE 
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| х(2,ф) 1 Мег" sup. КОЙ t20 
则 称 (8.6-1) 式 的 零 解 指数 稳定 。 
引 理 8.6.1 若 对 于 某 p€ (0,1) 有 
1С(ф) 12 <А supa | e(0) 1? (8.6-2) 
成 立 , 则 有 | 
| 2(0)-G(e)|2?<(1+/k) sup l Ф(0) 12 (8.6-3) 
恒 成 立 。 
Е: || e(0)-G(e)]|2< 1 e(0)] 2+2] (0) Il Gp) I 
+ | Gg) Il? 
<(1 +e) 000) |®+(1+є 1!) IGC) 1? 
入 [1+e+&(1+e *)] sup. loc) 1° 
(8.6-4) 
取 e =V& , 便 得 到 (8.6-3) 式 。 
引 理 8.6.2 若 (8.6-2) 式 成 立 , 令 о:>0,0< y< z 1lg(1/ 
k) W x(t) 为 (8.6-1) 式 的 一 个 解 , 若 对 所 有 0< <o, 
e” x(t) = СС) 12 < (+k)? sup 100) 12 (8.6-5) 
成 立 , 则 对 所 有 O<t<p 有 
e” | x(t) | < ta. sp 1 x(0)12 (8.6-6) 
证 : 令 ke™<e<1 0<¿;<o, RS 
I xit) = G(x,)| 222 || eG) 7-2 Ml x(z) | GC) || 
+ |G(x,) 112201 е) (z) 012 (e 1— 1) IGC) |? 
BA о) <A С) G) +E Hl ee +0) 12 
由 条 件 (8.6-5) 有 


e” | x(t) |? pay sup Ге" || z(z) — G(x,) 17] 


+Ë sup е" sup, xG + 9917) 
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< ТЕСЕ 
Е sup Co" | x(z) 12] 
故此 不 等 式 对 所 有 的 =< <o 都 成 立 。 
因此 
fe" Ce) 1 < САЎ р рө) 


wp [е 
+ he” sup Де” | xG) 17) 


因为 1>ke”/e, 有 


А l+ (k 
эр Ге” Ga) О. smp l 20) 12 
(8.6-7) 
№ є= ke”, 便 得 到 (8.6-6) 式 。 
定理 8.6.1 若 存在 &E (0,1) 使 得 
I С(ф) || ?<& sup 1ф(8)1° (8.6-8) 


设 q>(1-/k) 2 
进而 假设 存在 常数 A >0, 使 得 
a(@(0) -Glo fltp- | Ф(0) = С(ф) |2 1220 


(8.6-9) 
4 ll e(@) 12<91Ф(0)- (Ф) 12 — —+<0<0 (8.6-10) 
则 对 所 有 的 解 有 估计 式 
lx, p) S40 +/k)2e” sup. LEII? 120 
(8.6-11) 
、 二 L 
XE y=min{A Шуу П>? (8.6-12) 


换言之 ,(8.6- ван. 
证 :因为 ga>(1-VA) 72,8 а/(1+/ qk) 22>1, Ait y>0, 
为 不 失 一 般 性 , 设 sup | Ф(0) 1220, 设 YE (0,7 HER. 
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易于 指出 
0 < 7 < ша|а Hech] q > 1m 


(8.6-13) 
现在 要 证 ,对 所 有 z 之 0 
е" | x(t) = Gla) 12 < (14/2) sup | 8(0) I? 


(8.6-14) 
为 此 ,由 引 理 8.6.2 有 ,对 所 有 的 t20 
(+) 
* x(t) |< EEG — | (Ө)? 
е || xG Ga Jae) sup. | (0) 


< q(1+ (k) выр 100) 1? 
这 里 已 用 到 (8.6-13) 式 通过 y— y 来 推导 定理 结论 ,余下 用 反 证 
法 来 证 (8.6-14) 式 成 立 。 
若 不 然 , 设 (8.6-14) 式 不 成 立 , 则 由 引 理 8.6.1 知 存在 一 个 常 


Ж o>>0 ,使 得 
e” | x(z) — G(x) 12 Se” Il x(e) - G(x) l 
= (1 + /k )° _sup ll ECO) 1? (8.6-15) 
对 所 有 的 0<tSp 成 立 。 


因此 存在 一 个 序列 | 14>1 使 得 tk { p> H 
e% | x(t.) ~ G(x, ) || ?22>e? || x(o) — G(x,) 1? (8. 6-16) 
利用 引 理 8.6.2, 从 (8.6-15) 式 推出 


2 
ео PKH sp | x(0) I? 


(1-у ke) -< 
- 7 “== || (0) - G(x) Il? 


对 所 有 - сео 成 立 ,特别 地 


| x(t + o) <= || x(p) - G(x,) || 2 
_ /ke | 
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< qllx(e)— G(x,) ||? 

对 所 有 的 - r 委 9 入 0 成 立 ， 这 里 再 次 应 用 了 (8.6-13) 式 。 

由 假设 (8.6-9) 式 , 便 有 

2(х(0) — G(x,))!f(p,x,) <= À | x(p) — G(x,) 12 
注意 УСА, Kf x(t) .G.f 的 连续 性 ,对 所 有 充分 小 的 h >0， 
有 xlt) – G(x,))Tf(z,x,) <- Y | xlt) - G(x,) I? 

#p<t<p +h 

便 有 

е?" || xlo +h) — Gara) Il? = o” | x(p) - G(x,) || 2 


pth 
= |, e”[y 1 х(2) – G(x,) I| dt 


+ 2(x(t) 一 G(x,)) "f(t, x) ` <0 
这 与 (8.6-16) 式 是 矛盾 的 , 故 (8.6-14) 式 成 立 。 


第 九 章 “” 偏 微分 方程 与 偏 泛 函 微分 方程 


本 章 介绍 由 偏 微分 方程 及 仿 泛 函数 分 方程 描述 的 动力 系统 的 
稳定 性 , $1- 53 分 别 介绍 一 阶 偏 微分 方程 组 的 稳定 性 ;二 阶 偏 
微 不 等 式 , 比较 原理 及 抛物 型 方程 组 的 稳 态 解 的 稳定 性 , 把 
Ляпунов 直接 法 应 用 到 偏 微分 方程 ; $4 介绍 一 类 具有 齐 次 边界 
条 件 的 偏 微分 方程 非 线 性 大 系统 的 稳定 性 代数 判 据 ; #5 讨论 具 
有 反应 扩散 项 的 Gilpim-Ayala 生物 竞争 模型 正 的 平衡 态 的 稳定 性 
的 构造 性 判定 条 件 ; $6 给 出 了 具有 扩散 的 生态 系统 的 持久 性 与 
共存 性 的 结果 ; 57 介绍 了 用 偏 泛 函 微分 方程 描述 的 动力 系统 的 
稳定 性 结果 ;$8 介绍 了 偏 泛 函 微 分 方程 描述 的 Lurie 控制 系统 
的 绝对 稳定 性 。 


51 一 阶 偏 微分 方程 组 的 稳定 性 :291 


考虑 一 阶 偏 微分 方程 组 D79] 
ERRE a) (9.1-12) 


u; (to, x) = ф(х) 在 90, Z {(t,x) |£ = to 
alto <x <Bli)} E i =1,2,--,n (9.1-1b) 


ди; 
这 里 и = соири), х= оох, ty) BE = 


Д-у), a) BE CTIRI ® (t,x) a(n)< 


xSP(t)} | 
将 (9.1-1c),(9.1-15) 写 成 向 量 形式 
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| = Fax, u, 54) (9.1-2a) 
u(to,x) = ф(х) 在 OQ, 上 (9.1-2b) 
其 中 ф(х) = colpi (4) 015g, Oe) 
Да xu) = олбо хош ARAOR RE) 
É fe C[O x R*X В", Е" ] 
f(t,x,0,0) =0 


并 设 (9.1-2a)U(9.1-25) 的 解 是 存在 唯一 的 。 

显然 u=0 是 (9.1-24a ) 的 零 解 。 

下 面 来 定义 (9.1-24a ) 零 解 u==0 的 稳定 性 , 渐 近 稳定 性 。 

定义 9.1.1 #Ve>0, Vi CI, 1500, Ҹ || ф(х) | <, 
(9.2-2a)U(9.1-26) 9 u(t, ф) Eul, E n 上 有 估计 式 

l]u(t,x) |< e 
则 称 (9.1-24a ) 的 零 解 是 稳定 的 。 
若 Ve>0 ”to€E1,3o0>0 和 全 >0 当 
| g(x) 1 «оо, £u +T, a(t)Se<p(z) 
有 Wu(e.x) 中 <。 则 称 (9.1-2a) 的 零 解 是 浙 近 稳定 的 。 

对 于 (9.1-1a ) U (9.1-16 ) 的 解 的 Ляпунов 稳定 性 ,专著 
[179] 利 用 微分 不 等 式 和 比较 原理 进行 了 详细 的 讨论 ,有 兴趣 的 读 
者 可 以 参考 ,但 从 所 给 出 的 结果 来 看 ,条 件 大 都 很 复杂 ,不 便 验 证 。 

下 面 用 Ляпунов 直接 法 ,给 出 一 些 实用 的 简便 判 据 , 把 [179] 
中 许多 复杂 的 条 件 都 略 去 了 。 

定理 9.1.1 若 存 在 函数 V(t,wu)EC![IX R",R 7! WA 

1) glu DSV, uSp hul) eí, e € K 


2) + У. pee, u, D0 
则 (9.1-2a ) 的 零 解 是 稳定 的 。 
证 :Ye>0, 于 是 有 pli(e)>0, 选 取 8>0, 使 得 p) 


pile) FEMRE sup | (x) i <o ,由 条 件 1) 和 2) 有 
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Ф.П ult, х) < V(z,u(z,x)) < У(,ф(х)) 
< ф,(14(х) |) < (8) < ee) 


(9.1-3) 
从 而 (аб, х) || <= 
这 就 说 明 (9.1-2c) 的 零 解 是 稳定 。 
例 1 证 明 
ди 
ащ = иі + ЕТ ди\ диз 
T uep a 3z @.1-4) 
дш au ai。 gn) 
дї = ax Jr”! u2 sin ax 2 
的 零 解 的 稳定 性 。 
Е: Ж V(t,u)=ut+ 好 ,显然 ,定理 9.1.1 的 条 件 1) 满 足 
dr 191-0 = Br + Ju! U Oy 
диз 
4—2 
=- 2и{ + i и] = 2[ 2] mu 
1+ (3) 
+2 Ta Ua, yy — 2u + sin GP) u 
<(-2 + 2)иї -2 人 1 一 Е] |н 
<0 (9.1-5) 
故 (9.1-4) 式 的 零 解 是 稳定 的 。 


定理 9.1.2 若 存 在 函数 Vit,zJECILTXxR",R |] ,及 pl、 
92. 93€ K ,使 得 

1) Ф (и [)<У(ї,и)&ф›( le 1) 

2) Me Yee х,и <- pl) 
(9.1-Ја) ТЕ, 


证 :定理 9.1.2 的 条 件 蕴涵 定理 9.1.1 的 条 件 , 从 而 (9.1- 
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1a) 的 零 解 是 稳定 的 。 


dV 3V 3V ди. 
Ay Y — t | v, i 
# әр ат ди (хи а 


MI 


ФУ < pal llu |) <- ex(est(V(z,u)) < 0 


W: dV to) 


уба) 930 92'( V (т, u) © G- 
亦 即 
ow dV si 
va) Pp (V, u) > ° 
Ve>0( 取 H>e) 
EA 
en dV _ lon dV 
glued Dopp (V(t,u))) glue) pa pit ( V(t,u))) 
| |е dV 
ge) pa pI V(t, u))) 
Virga) dV 
>I uG.) pa( p2 (V(r,u(t J 
PH) dV 
p(s) p3(g2'(V(t,u))) 


取 T.= Tle, н)> | 


显然 , 当 210+ T, HERA 
ion dV 
(Паб) 1) p3(p7'( V(t, 4))) 
Ф,(Н) ау | 
>i- of plor (V(t u(t,x)))) 
>(t-to-T)>0 
这 就 推出 
34:22 1 + Т,о\( [| u(t,x) ||) < gile) 
Bp | u(z,x) 1 <e 
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从 而 (9.1-2a ) 的 平凡 解 渐 近 稳定 。 
2 试 证 下 列 系统 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 。 


ди 


.1- 
Ән) au 3 lau (9.1-6) 


rr 3+ sine) ui + cos u, + cos tus 
aTe | fue (-3- |e № 
iE: Ж V(z,u)= (ut +u5)/2 

显然 ,定理 9.1.2 каян „к рі 927 (01 + ий) 


д ди; 
ee + Fee, „ 54 x? 


1. 2 ди» 2 ди 
= (— 3 + =$іпг + созу uf + cos a Unu 
( | 25 Jut cO: Jx“! ax 4241 


uyuz +(- 3 


ot ди 
+e | 3y -I э!) 


<(-34+ 4 + 1)а +2 | мди? I- aå 
<~ 0:5u} – 0.5и2 = о;( || ull). 
故 定理 9.1.2 的 条 件 全 满足 ,从 而 (9.1-6) 式 的 零 解 渐 近 稳定 。 


52 抛物 型 偏 微 分 方程 中 的 比较 原理 [1 


Ë H€ Ix R" 满 足 条 件 ; 

D 五 是 开 的 ,包含 带 形 区 域 io。<t<%,io 之 0, 且 Н ИИ 
Зот 的 交集 是 有 界 的 。 

2) 对 任何 4 € [to,%), H 与 平面 := ЖЕК" 上 的 投 
ЖР, 是非 空 的 。 

3) 对 每 个 (t1,x1)€ 昌 ,每 个 序列 {1 使 得 El to, ©), 
tty, H ko ,存在 序列 x61 满足 x, € P, , 当 90 ‚ху 

МӘН H 的 边界 , 它 被 含 于 带 域 io<1<%。 

考虑 下 列 形式 的 抛物 型 仿 微 分 方程 组 1'” 
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2 
Е Ale, x, n, 5a) i = 1,2,++n (9.2-1) 
这 里 
ди; «(ди du; дш) 
ax _ \дху'дх! ax, 
Pu; ч ёш Pu Qui. ) 
Əx9x  \дхудх\у'дхүдх›” Әх,Әх, 


为 方便 计 , 写 (9.2-1) 式 为 向 量 形式 
ди (т, х,и, Pui ш.) 
ə> 一 "Ox ’dxdx 
这 里 fECLHX RX R" x R” ,Rn] 

ЖУ 9.2.1 称 函 数 (t,x, u,P,Q)4(t1,x,) CH BRA 
WV uP. Ra — K 


(9.2-2) 


21 (qa — Raada < 0 (9.2-3) 
蕴涵 fi(ty,x1,u,P,Q) < fi(ti,x1,u,P,R) (9.2-4) 


ЖАД x) CH, WE f, ТЕН 内 是 椭圆 的 。 称 (9.2-1) 为 抛 
物 型 方程 组 。 

恒 设 (9.2-1) 式 中 每 个 f 是 椭圆 的 ,因而 (9.2-1) 是 抛物 型 方 
程 组 。 

引 理 9.2.1 设 

1) h(t, х) ЄСІН, Е], Е H 内 具有 连续 的 偏 导数 
Pht) За) h(t.) 

， ape 
ор, Dah E RG <0. 
3) V(u,x) EP, ,# h(t, x1) =0,1<;<n 
| их 


аһ; (t к, 
Sy Phas, £0 | (9.2-5) 
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йш (1,04) <0 

MARW: H Ahl, x) j=1,…,n 
恒 成 立 。 

证 : 设 集合 Z= Ü[G:,x)€ HH,h(1,x) 之 0] 非 空 ,2 是 Z 在 
t= ti BRE, ARIETTA >t), BAZ 是 闭 的 , 且 条 件 2) 成 
Xo EF 

h:(t x) < 0,# H n [tosti] 2 = 1,2, en 

上 成 立 。 

RIFE j ASG Sn Mx E inp, 使 得 ` 


Һ; (1,51) = 0 
进而 有 
Gan) 20 (9.2-6) 
另 一 方面 ， 因为 m(t, xE Cx) ЄіпР, 达到 最 小 值 , 故 有 
дЬ;(т\,х) _ 0 
ax Е 
对 于 任意 非 空 问 量 À 
я д?Һһ.(т\,х\).. 
2 дх;Әхь Ade SO 


由 条 件 3) 知 与 (9.2-6) 式 矛盾 。 
因此 (9.2-5) 式 成 立 。 
以 下 用 z 表示 以 (t1,x1)E3 为 起 点 而 指向 五 内 部 的 射线 ， 
т 的 内 点 全 在 互 中 , 则 
ди(ї,х) _ |, u(t,x) — u(t, x1) 


дт Ar0 — Аг 
表示 方向 导数 。 
5| 9.2.2 39.2.1 的 条 件 2) 代 之 以 


дА; 1 КУД 
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ан, ERIH 的 边界 部 分 。 
2”) 对 任何 j, 1<;<n „(tix Сән, Ф 
һ; (ху) =0, h;(44,x,)<0, 1923, W 

дА, (t1,x;) 

jg <0 
RENFE х) CoH, ete, 
引 理 9.2.1 其 它 条 件 不 变 ， 则 结论 (9. 2-5) 式 仍 成 立 。 
现在 ,利用 引 理 9.2.1, 引 理 9， 2. 2 来 建立 一 些 比较 定理 。 
定理 9.2.1 假设 


二 pn du ди Pu дү Ov PV 
存在 连续 。 


2) fECLHX R" xR” x R” , К"], Ж S(t, x;u,P,R)E 
关于 и 拟 单调 不 减 的 , 且 对 每 一 个 在 Н 内 的 (z ,x,P,R), 有 


ы ди _ ди* дш 
T(u) = EP ПС? и.т) 


< У C- f(a, x40, wv FY) =i T(V) 

T(u) =0 是 失物 理 信 微分 方程 

3) Æ P, UIH Eu(t,x)<VG(z,x) 
WE H EA 
| u(t,x) < V(t,x) ` (9.2-7) 

证 : 令 h(t,x)=u(t,x)—- V(t,x), RADE h(t, x) ESI 
理 9.2.1 条 件 ,显然 ,只 须 由 定理 9.2.1 的 条 件 1) 和 2) 验证 引 理 
9.2.1 的 条 件 3) 成 立 。 

B (tix EP, hj(t1,x1) =0 1S jn 

3 


hi(ti, 
h;(11,x1) <0 iZ J LE L o 和 


у hun х1) дь <0 


47 дх;дх, 
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对 于 任意 的 向 量 有 
w(ti,xX1) = Vj (t1, x1) 


и;(ту,ху) < V;(ti, xi) {©} (9.2-8) 
ди, дъ; 
SG x) = Tean 


а? и; Д j 5 
> [ FL uj (z аьр ae х1)] 
因为 f, ERAN, ШЖ f; 的 拟 单调 性 ， КЫ 


| ди;(21,х1) 2 ын) 
(ааш x), Эх , дхдх 


АА < 0 


Əu;(t |, x ) PVC , x ) 
(акша), Er l ’ EF ! | 


ду, 11, X 22 VAG s% 
аа Уа»), а : D: ЭхӘх | 


(9.2-9) 


不 等 式 T(u)< T( V) 可 推出 


Ih; (t1,%x1) duj(t |, x ) Ə2u(t ,X1) 
2; < (еи), Рр ! Ш ede 
Vibes ‚х|) V(t, XI) 
- [n x, Vere) u дуд | 


<0 
因此 ,由 (9.2-9) 式 ,及 引 理 9.2.1 推 知 结论 (9,2-7) 式 成 立 。 
定理 9.2.2 BEM 9.2.1 的 条 件 1)、2) 成 立 , 且 设 
3) ui(t , x) < ү;(2,х) 在 Р, ӘН —9H:(i=1,2,--, n) Е 
成 立 。 
4) AEM cox) ән), Se SEE, Н. 


Ad; (t,x) 一 一 ди; эш, х) + Q;(t,x,ult,x)) 


<ә,(2,х) уйы +@@ух,У(,х)) Жән ERY. 
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这 里 QCC[9Hx R",R"),Q(t, х,и) Т u 是 拟 单 调 不 减 的 。 

则 不 等 式 (9.2-7) 式 仍 成 立 。 

证 :如 同 定 理 9.2.1 的 证 明 , 验 证 引 理 9.2.2 的 条 件 成 立 ,只 
须 验证 条 件 2) 成 立 。 | 

Ю1<)у<л, (txi EIH, В А, (tix) =0 Al A, (ty, 
x )<0,;Zj RARE 

uj(tixi) = У; (х) 
u;(tr,xi) < Vi(t1, x1) ify 
BORE Q 的 拟 单调 性 质 , 有 
Q(t XI u(t S Q Ctx VC ,xi)) 

这 就 得 到 不 等 式 


hi(t1,x1 уша < Q; (tis Xis V(t1,x1)) 


Q.(ti,xi, V(t1, x1)) 
= 0 


ah; ge <o, 因为 在 9H Ба, (г,х1) >0 。 定 理 


从 而 保证 了 


9.2.2 获 证 。 

因此 ,类 似 于 定理 9.2.2, 我 们 有 以 下 的 比较 定理 。 

定理 9.2.3 ”假设 

1) h(:,x)€ C[H,R"],# H Pim (t,x) 具 有 连续 偏 导数 

Əh(;,x) Əh(¿,x) Ph(t,x) 
дї , ox ” дхдх 

2) f€ C[H x R" x Rn xRnm ,R*], 个 是 抛物 型 算 子 , 且 在 
H E T[h ]<0; 

3) gECLIXRY,R" |, g(t, y WET € I 关于 > 是 拟 单调 
不 减 的 ,rr(:, tos уо) 是 常 微分 方程 


É = g(t,y) 


y(to)= go Z 0 
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在 1210 上 存在 的 解 。 
H f(t,x,z=,0,0)<g(t,z) 20 
4) Æ P, Јән E,h(t,x)<r(t, tos у) 
则 在 整个 H 上 ,不 等 式 
h(t,x) <r(t, to, Jo). 
E H ЕЗ, 
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设 u(t,x) 是 抛物 型 偏 微分 方程 组 (9.2-2) 的 任意 解 , 且 设 
(9.2-2) 具 有 零 解 u, x)=0. 


令 llu(z,-) 1 Р, = тах | u(t,x) | 


| 定义 9.3.1 称 抛物 型 偏 微分 方程 组 (9.2-2) 式 的 零 解 是 稳 
定 的 , 若 YVe>0,toE1, 36(e)>0, 使 得 
1) | y(to,°) Il p Се) 
2) g(t.) 1аһ<е tto 
Aim lulz.) <s т> 
称 抛 物 型 偏 微分 方程 组 (9.2-2) 式 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 , 若 
是 稳定 的 , 且 若 
Ve>0,%€1, dole) >0,T>0 使 得 
1) (0, "71 bi <s (e) 
2) | (z, ley<e 34 tty + T 
蕴涵 || u(t,-) ll p, <= 210+ Т 
39 9.3.1071 假设 存在 函数 V(t, х,и) A g(t, y HEP 
列 条 件 : 
1) gECIIXR,,R] g(t,0)=0 
2) Ve [Hx R',R1], V(z,x,u) Æ H WRR ERMS 


ӘУ ау ау ду 
Жо, ,gx axax’ ди = 
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glu l) < V(:,x,u)=< ф›( lull) Фф ЄК 
3) f€ C[H x Е" х R” х R” , К") 

G€ CLHX Rn x R” x К", Rz], С ЖИЙ 

H 


әу дау, Ou; Ču; 
дї + a f(t est PIETET 


IV av» 
| дх?дхдх 
4) G(t,x,z,0,0)<g(z,z) f 22240) 

则 常 微分 方程 组 


<G(t,x,V(t,x,u), 


{i = я) © 09.3-1) 
y(to) = go 20 | 
的 零 解 的 一 臻 稳定 性 蕴涵 偏 微 分 方程 组 (9.2-2) 的 零 解 的 一 致 稳 
定性 。 

证 ; 设 u(t,x) 是 (9.2-2) 的 解 , 它 的 始 值 条 件 V(t,x, (t, 
х))< (2,0020) Р, UIH 上 成 立 。 

A> h(t,x) 2 V(t, x, ult, x)) 
WE P, Јән 上 有 | 

h(t,x) <rlt,tosyo) 


由 条 件 3) 得 到 | 
2 


因此 由 定理 9.2.3, 有 
h(z,x) = V(t,u(t,x)) < r(t,tosyo) (9.3-2) 
在 H 内 成 立 ,这 里 r(1,t0,y0) 是 (9.3-1) 式 在 2270 的 最 大 解 。 
Ve>0,t0E1, 设 (9.3-1) 的 零 解 一 致 稳定 , 则 对 于 给 定 的 
gp1(e)>0,toE1T, 存在 8(е) >0 (eG 
g(t,to.yo) < pile) 22 
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当 0< yo 二 5, 这 里 y(t, to, уо) (9.3-1) RANE ЖЛ. 
选取 yo 使 
p(l (ғо, -) | pe) = yo 
则 存在 61 = ó (e), 使 得 
I oto, +) Il py, <a grt Соо, +) Ip, < 


(9.3-3) 
同时 成 立 。 | 
现 | plo, =) ip Sè 

| 2(zo, +) llan < є t > to 
则 | ф(ю, Dip<e tt 
若 不 然 , 设 对 某 些 1) >to, 有 


| u(ti, -) | pi, Ze 
则 由 条 件 知 ,存在 一 个 xo € intP, 使 得 
| w(t1,x9) | =e 
于 是 由 (9.3-2) 及 条 件 2) 有 
ole) < V(ti,xo,u(ti,xo)) S r(ti,to, yo) < p(s) 
这 是 矛盾 的 , 故 偏 微分 方程 组 (9.3-2) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 
定理 9.3.2 ”车 定 理 9.3.1 的 条 件 全 满足 , 则 (9.3-1) 式 的 平 
凡 解 一 致 浙 近 稳定 蕴涵 着 (9.2-2) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 
证 :仿照 定理 9.3.1 可 证 (9.3-2) 式 的 零 解 一 致 稳定 。 现 只 须 
证 一 致 吸引 。 
Ve>0,t6 € 1, AE pl(e)>0, 存 在 so(e)>0 和 工 = 了 (se) 
使 得 
44> to + Trg(t,toryo) < gfe) . (9.3-4) 
只 要 OS yp S89, ER yo = 2( || oC to, °) il 加 )， 则 存在 c >0， 
使 得 
Ido, Dlip So M gli oto, *) p) < 8 
同时 成 立 。 


417 


现 设 
1) ll gCos) рдо 
2) || glto DI @H<e ¿>u +T 
设 存在 一 序列 {ti) 260+ T роо, роо 使 得 uly, 
*) || pi 之 e 对 某 些 解 u(z ,x) 成 立 。 
于 是 存在 x, C intP, , 满足 | u(y, x) 1 =e (9.3-5) 
这 样 利用 关系 式 
gi(llull)<V(t,x,u)< ф›( ull) 
V(t,x,u(t,x)) < r(t,to,y0) 
у(#,ѓоу0) < gle) 
有 以 下 矛盾 的 结果 。 
pyle) < VC ty Xp, (te ,x ))< r(#,to,yo) < gile) 
故 (9.3-5) 式 不 成 立 , 从 而 
l u(t,x) |l p, < £ tty + T 
恒 成 立 , 故 (9.2-2) 式 的 零 解 一 致 浙 近 稳定 。 
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本 节 讨论 一 类 偏 微 分 方程 大 系统 的 稳定 性 ,利用 大 系统 的 分 
解 集结 的 思想 , 先 对 孤立 子 系统 构造 平均 Ляпунов 函数 ,适当 控 
制 耦合 项 的 界 ,特别 利用 边界 条 件 的 特殊 性 质 ,推导 出 一 些 构造 性 
的 稳定 性 代数 判 据 。 

先 考虑 下 列 用 线性 偏 微 分 方程 组 及 边界 条 件 描述 的 大 系统 


Pula) 2, (=) ди t Вибе, х) 0<x=<1 


дї 
| (9.4-1) 
Əu(t,z) _Qu(t,z) — 
дт |== 57 1.120 (9.4-2) 


ЖШ u(t,2) CL 1X [0,1], R"], A(z).B 是 系数 矩阵 ,具有 下 
列 性 质 
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A(x) = diag(A (z),A;(z),- AZ))axa 
А;(х) = diag(ai(z) a (z)), xx (9.4-3) 


这 里 > mi = naile) > 0(i = 1,2,…,n) 是 物理 系数 ,ai(z) € 
C'[0,1],R*]. 
现 分 解 (9.4-1) 式 为 

ди; 

дї 
这 里 B; (Z j) T # 36 l 的 交互 系数 矩阵 。 

В = (By) nxn В, An; X nj 和 矩阵。 

и; = CON и» teen, +157779 Un tn) Є К" і = 1,2,-*,m 
SRST ET ж. 


ди; 
дї 


| Жони ЕР Е 


ди; ди; А 
э |z=0 = a ly-1 = 0 i = 1,2,.…,m (9.4-6) 


定理 9;4.1 KALE m X n, 正定 矩阵 P; 使 得 
| ВІР, + PB, =- I; (9.4-7) 

这 里 工 是 二 xz 单位 矩阵 , 则 孤立 子 系统 (9.4-5) 的 平凡 解 是 渐 
近 稳 定 的 。 

证 :选取 平均 Ляпунов AAO 

W, = | uli ,z)P;u,(z ,Tjdx 
由 边界 条 件 (9.4-6) 式 有 
au; (t,x) 


a 19.4.5), --| 5 ulu;dx + 2{и; (2, pA (T) 24029 (z=) 


= ЖА, + Bat DB i= 2 
ЭК 


эү) + Bau; i = 1,2,3,…,m (9.4-5) 


[yma e) Zaz 
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1. 1 Ə u; ды; 
= 一 |, ul u;dz 一 | GYPA) эу dz 
从 Ai(z) = а;Сх) 1ш a;(x) > 0, 可知 Р,А; (х2) 正定 , 故 有 
dW; 1 
<“ 1(09.4.5) <— |, uluidz 


故 知 定理 9.4.1 结论 成 立 。 
(9.4-7) 式 有 正定 矩阵 解 , 当 且 仅 当 Bi 为 Hurwitz 矩阵 。 
定理 9,4.2 若 对 所 有 子 系统 (9.4-5) 式 ,定理 9.4.1 的 条 件 
成 立 , 且 存在 m 个 正 数 d1,d2，… sdm ,使 得 


a; = di = di X) | PB, Í - Уа | PB; | >0 (9.4-8) 
д jí 
і = 1,2,"" m 
则 (9.4-1) 式 的 平凡 解 渐 近 称 定 。 
证 :对 于 每 个 孤立 子 系 统 (9.4-5) 式 ,选取 平均 Ляпунов 函数 
为 


W: = | ulle,2)Pru(t,z)de 
B W = > aw, 作为 系统 (9.4-4) REY Ляпунов 函数 , 则 有 
loa = > d, |, ul (ВЕР; + РВ) и; 
рандо бз Spm 
=- > D ийт + 2) af иРЇ eA) 
are +a > Zaf, ul} PB, dz 
рт 


一 Saf ul udaz + У) >а; | РВ» || 
i=l 0 i=} jal 


ія 
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|, Í a; 1 ‘de + [| | z; 1242) 
_ da), айша + У) > I РВ; || 


i=l /=1 
ji 


р _. т m J — 
f ul udzr + У) >d, | РВ, If u; ujdx 
i=] 751 
j>: 


n ta 
三 一 Уа) иТи;ах 
i=1 0 


ПЕРСО 4-8) RH FAST | aa А, А.Е 9.4.2 结论 成 


la 


Мо 


考虑 下 列 非 线性 系统 


Ax), ME) BG, x) + f(r,u(z,x)) 


(9.4-9) 
有 具有 边界 条 件 (9.4-2) 式 , 且 A(x) 由 (9.4-3) 式 的 定义 。 
分 解 (9.4-9) 式 为 下 列 m 维 子 系统 
Tulea) = TAa), Z) + В; и; 
+ в,а + fil tistis Hm) 1 = 1,2,. т 
z 
и; = cOl( un ton үа, Mn, tin, € R": 
В= (В;),х„,В; тх n; Ж. - 
fit u) = cA (т, и), е, „бт, и) WA fC ,0)=0, А 
Сао) < 2281 и ¿= 12,0 m 
И (9.4-10) 
这 里 0 >0(7 =1,2,…, т), 
定理 9.4.3 ” 设 定理 9.4.1 的 条 件 对 (9.4-9) 式 的 所 有 孤立 
子 系统 (9.4-5) 式 满足 , 且 不 等 式 (9.4-10) 式 对 所 有 非 线 性 项 f, 
(i 二 1,…,m) 成 立 , 若 存 在 正 数 disda, ,dm ;使 得 
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= di- dil Pill 228 - ва 1 B | - Did; | PB; | 
J= j=1 j=l 
ji 


-di У) PB,| >0 ¿= 1,22 m  (9.4-11) 
j=l 


j*i 
则 非 线性 大 系统 (9.4-9) 式 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 。 
证 :对 孤立 子 系统 (9.4-5) 式 ,定义 Ляпунов 函数 如 下 


W, = f uP, u;dx 
0 a 
$ W= >а; 是 非 线性 大 系统 (9.4-9) 式 的 Ляпунов 函数 , 则 
dW оло) = Da Ge Wi ез) 
= da, n: ТАТОВІ, + PBa) Wdz 


: a 
+2] UREA 5 


+ > Bju; + ШОТА 
ia 
m 1 _ m m 1 __ __ 
<- | uude + >) Уа PB | | ur ufar 
i=1 0 i=1 jt 0 
нарв, uide + > Dd 
і 1 


i=1 j=1 i=l j= 


рев wade + X $d; 1 PNA) uide 
i=l j=1 


=- Уа 17 uude <0 Ҹи 40 


故 (9.4- 9) 式 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 。 
下 面 考虑 更 一 般 的 系统 ,在 很 多 控制 问题 中 ,如 多 输入 耦合 控 
制 器 ,其 状况 方程 能 写 为 下 列 形 式 
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иШ) = Agx)u(tx) O< x<1l (9.4-12) 


具有 并 次 边界 条 件 

Aou(t,x) |z=0,1 = 0 (9.4-13) 
ХШ u(z,x)E CLA x[0,11,R"] 是 状态 变量 ,Aol(x) 是 一 个 线性 
微分 算 子 , 若 ”六 1, 算 子 Ao(x) 的 特征 值 的 确定 是 很 难 的 ,下 面 
分 解 (9.4-12) 式 为 下 列 形式 。 


а(х) = A; (х) и; + Улус) w 2 = 1,2," m 

= (9.4-14) 

这 里 Aj; (xz) 是 可 微 算 子 矩阵 。 

u(t,xz) Є C[A х [0,1], R"] 
и = col(z , Un) Є в", Ў), = п 

对 于 每 一 个 孤立 子 系统 _ 
a = A; (x) u; (9.4-15) 

设 存在 Ляпунов РЁ | 
W, = |, ufP,(z) и;дх (9.4-16) 

使 得 


[Кс тА (а)Р (а) + P(x) Agta) Tyde <- af иТи;іх 


(9.4-17) 
这 里 Pi(z) 是 正定 矩阵 , A; (xz) 是 A, (х) ЮЖ, А, = const 
>0(i=1,2,…,m), 则 有 
定理 9.4.4 设 上 述 条 件 (9.4-16)、(9.4-17) 成 立 , 且 
1) Ayla) 是 有 界 算 子 。 
| Ay(x) ш; | Sagl ot и, || i,j = 1,2,7, т 
DEE т МЕЖА, (і = em) , 使 得 


a; = dÀ; — dip; Хау — s афар > 0 i = 1,2,+,m 
t j=l 
PAI 
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这 里 Р: = Sue, I b (x) | ‚ау = Sup a; (x), і ,J = 1,2, —, т. MJ 
《9.4-14) 的 零 解 渐 近 稳定 。 
证 : 设 W; 是 由 (9.4-16) 所 定义 的 Ляпунов РЖ, E. 
I W = Saw, 


则 
aw | (9.4-14) = >a ur [Aš (=х)Р, (2) + РС) С) wide 


+ 27) af ufP,(z) ЈА (х) u и;дх 

1 r 

m 1__ _ m a 1 — 
- aa | ища +25) d: X Paf Ї z | 

i=1 0 i=1 j=l 9 

ji 

— m | 

ЕЕЕ Yaa, uT dz 


+ Sa Zaa]. и; Таас + | и и; T u; dz) 


і=1 


三 一 Salta ul ujdzx 
故 定理 9.4.4 的 结论 成 立 。 


§5 具有 反应 扩散 项 的 Gilpin—Ayala 
生物 竞争 模型 (183] 


众所周知 ， 在 生物 数学 中 , Gilpin — Ayala 竞争 模型 


№ m N; . 

F = riN;(1 - Gor- Уа) і = 1,2,…,m 
j=l i 
ji 


(9.5-1) 
是 一 个 重要 的 模型 , 它 是 经 典 的 Lotka- Voterra 模型 的 修正 模型 
(24 0,=1 ,(9.5-1) 式 即 为 Lotka — Volterra 模型 ) ,这 里 , №, 表示 
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第 ; 个 物种 的 数量 (或 密度 ,或 菜 些 生物 量 ), SS germ ak ont 


增长 率 , rx; EARN k 是 缺乏 竞争 的 传播 能 力 , 0, 是 
修正 Lotka 一 Volterra 模型 的 参数 。 
现在 考虑 具有 反应 扩散 项 的 Gilpin — Ayala 竞争 系统 


ON: _ Мов, у (№ 
д, 一 rN: — С ) 一 Эв, )) 
ji 


PLDN) pH 12pm 
m (9.5-2) 
这 里 D;=(D;(t,x, N) i=1,2,…,m 
N = col(N,,°" Nw) 
it Р; 是 充分 光滑 的 , 设 Q 是 一 个 具有 测度 大 于 零 的 R' 空间 的 一 
+# CR. =[0,со),хЄ 2 
边界 条 件 为 


ƏN. 
№ _ 当 上 >0reEan 


дп 
假设 区 域 30 是 完全 闭合 的 ,30 RN 的 边界 , 且 ”是 边界 的 法 向 
量 。 
设 N* =o (NÝ, NÝ, 0, NA)? 是 没有 反应 项 的 Gilpin — 
Ayala 竞争 模型 的 正 的 平衡 位 置 , 即 下 列 方程 


N, ч N; 
"+ а) =! 
i ji і 


的 解 。 

下 面 分 0;221,0<0;<1 两 种 情况 讨论 。 

定义 9.5.1 称 正 的 平衡 位 置 N=N'* 在 R* 宕 IN|N;>0,i 
1,…,m| 内 稳定 的 , 若 Ye >0, 368(e)>0 ,使 得 当 МЄК", 


| N°- N* || < (е) 
| N(t,t9,x0,N°)-N* || <e 当 tto 
此 外 , 若 还 存在 o>0; 使 当 N?E R.B | N?-N* || <о вї, 9 


A 
有 
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limN(z,to,xo, №) =N 
WE N = МЕ R” 内 是 渐 近 稳定 的 。 
若 N=N* 在 R* 内 是 稳定 的 , 且 YN(0)E К", 
limN (t, дохо, №?) =0 
则 称 N 是 在 R: 内 全 局 渐 近 稳定 的 。 | 
Ж 9.5.1 10,21,88 P = (Pj),xm 是 一 个 M E, 
(9.5-2) 式 正 的 平衡 位 置 N = N * # R” 内 全 局 浙 近 稳定 的 。 


其 中 p = Nz /kA py = ~ a; fk; Ji 
证 :改写 (9.5-1) 为 
ON; 


=> = rN: CCN? /k;)®: ~ (Ni/ki)®) Е 2) EON, Е №) 
j 


+ > эу (Р 1 ae) 1 = 1,2,:: т (9.5-3) 


因为 P 是 一 一 个 M Ж, 故 存在 一 正定 对 角 和 矩阵 C = 
diag(c1,…,cm) 使 得 CP + PIC 是 正定 的 , 故 可 构造 如 下 平均 
Ляпунов 函数 


WON) =f EON N: 


N, ы 
Оч “| v(N)ax (9.5-4) 
显然 W(N*)=0 W(N)>0,%4 NAN* R. 
W(N*)— оо 当 Ni->c 8 N> 
沿 (9.5-2) 式 的 解 Ni(z,x) 计 算 W(N) 的 全 导数 , 便 有 
IWON) з= |, уо 1(9.5-3) =f > уа 4; *|¢9.5.3)dx 
+ i 六 Ne NP DONE NED 


- У сйм NP)(N, - NP) 
1 


i,j=l 
FFI 
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1 


m IV 2 
+ >> 

i=l k=1 ON; дх, 

当 6,> 


如 果 N.N ,因为 
故 有 
(М-М) = N) = (N; NPON? UEDA = 1) 


oS 


N. N 
i LS 1 
М} )0> N 


>(N;- NE )N AGE ере = N7)? 


如 果 ММ? WA 
(N; - N; ) (NS 一 №“) = (N; 一 N, CNS 7 NË) 
> NI'N; М): 


因此 
ci /BON МГ); №) = =a (N; МГ (NY Ne ®) 
М? 1 ' 
< — c; 一 一 kê: (N; – N; Y= —c;p (N, — N; } 
则 
dW(N) ч < 
dt losa < | DE cipa (N; — N; y- Deps 
Q ;=1 i,j=1 
ye. 
m 1 9 
' (N; = NON = м) + УУ?) Say 
i=1 k=1 1 
д Ni 
aga х.) dx 
-- | È Уа - МОМ, - Nf )dx 
i=} j= 
m l av aN; 
+ D; | 
22 dN; * Ax, 78 
m Н у aN; 2 
-| > PD) 


йил aie M lag = =0 可 推出 
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考虑 到 2 kipa 


IWAN) | ,se - ip? 4 21 cipy(Ni- N; (N; ~ N; )dx 


ар (N-N*)T(CP + PIC)(N - № )ах 
2 


<0 4 NÆN* 
这 里 (N-N')=[(N, =N?) (N, - Nn) I? 
因此 ,平衡 位 置 N* 是 在 R 内 全 局 渐 近 稳定 的 。 
例 1 考虑 下 列 二 维系 统 


№ Басу 24 э (Юз 50) 
OL ами G2) ane) 1+ ax, l ax, 
1 
one r2N2[1— Св)" ~ an?) + > эх, (D: 92) 
(9.5-5) 
A а<1,а2 <1, 存在 唯一 正 的 平衡 位 置 
0< NÝ < kı 0 < №; <k 
若 GLE) > aan 
WER 已 是 一 个 M 矩阵 ,从 而 (9.5-5) 式 正 的 平衡 位 置 N=N* 
在 КА ARS ARLE Н 
如 取 
0, = 1.6 ар = 0.5 в = 5 
0, = 1.5 ao = 0.6 ko = 10 
则 有 Nr =3.899 Nz =6.567 


因为 (NT по FE) %-1=0,698>0.3 = Q12 Q21 , 则 这 正 
的 平衡 位 置 是 在 R4 内 全 局 渐 近 稳定 的 。 
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用 同样 的 方法 ,如 果 和 矩阵 P 的 对 角 元 素 占 优 的 条 件 减弱 , 则 
可 得 到 下 列 局 部 渐 近 稳定 定理 。 

定理 9.5.2 设 6 >0, 假 设 拖 阵 P= (р;) „х1 М Ж 
阵 , 则 (9.5-2) 式 的 正 的 平衡 位 置 N = М" E К": IÑ EW r ҖЕ 
的 。 

这 里 р, = ӨМ 2 LA pb 一 ai ј ті, P — + М 
矩阵 , 则 正 的 平衡 位 置 N = N* 是 渐 近 稳定 的 。 

证 :因为 P 为 M ER BE CEE Et RE C= diag(cl,…， 
c, 4848 CP + PTC 正定 ,构造 平均 Ляпунов 函数 (9.5-4) 式 , 同 
理 有 


aN? N 
dW(N) yy ду, IN; 
dt 09.5.3) < 212% эмр! дк, lan 
m i 
iy2 
-LÈ GHP Ger ) dx 
m No — № a 
+ | eC (NN; ) 
- ОЛИ 
ji J 
<| sot М NEON,- N?) 
一 > (М, - № P(N, – N; )]dx 
kal k; 
然后 进行 Taylor 展开 


№" — № =- OFN? (N; - NI) +0CIN- N* |) 
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+ У) (N, - NP (CN; ~ N? )]dx 
JR “J 

+f осм м" Idx 
2 

= 10мм" 

` (СР + PIC)(N — № )dx 

+Í 0l N- N* |2)dx <0 
a 


“NAN RIN-N'| <1 
这 里 上: | 表 和 矩阵 的 欧 氏 范 数 。 0 上 N-N” || E | N— N * l| BJ 
高 阶 无 穷 小 量 。 
因此 ,(9.5-3) 式 的 正 的 平衡 位 置 N = N "是 渐 近 稳定 的 。 
例 2 考虑 例 1 所 示 的 系统 。 
如 果 


By GE ув > шеп (9.5-6) 


Ше (95-5) SCAT AE eR A EA 
例如 : 取 
0,= 0.12 ар= 0.5 А = 100 
0 = 0.35 а= 0.6 b = 5 
则 系统 (9.5-5) 式 的 正 的 平衡 位 置 为 
Nj = 0.35 М? = 4.97 ` 


因为 С раа р =т= 145.52>7.14= 2290 , 则 这 个 平衡 
1 2 i 142 

位 置 是 渐 近 稳定 的 。 

定义 9.5.2 一 个 区 域 UCR 被 称 为 正平 衡 位 置 N=N* 
的 一 个 吸引 区 域 , 若 对 每 个 No € О, (9.5-3) 式 所 确定 的 解 NG, 
to, Na) >N", 

根据 定理 9.5.2 我 们 可 分 别 就 021 和 0<0<1 得 到 (9.5- 
3) 式 的 平衡 位 置 N = N ”的 吸引 区 域 。 
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ЛЕШ 9.5.3 2651 且 存 在 正常 数 N; C (0, N; |i = 1, 
2,…,m), 使 得 矩阵 户 =(p;) 是 一 个 M 矩阵 ,这 里 p; = 9N% 1/ 
bi, Pg = 一 Qj /kj,j 闫 i, 则 (9.5-3) 式 的 正 的 平衡 位 置 N=NN* 


是 渐 近 稳定 的 , 且 吸 收 区 域 为 
= |N € R” | 0 < Ñ, < N, < °° 


证 :如 同 定理 9.5.2 RADE 
WD osa < Ў >) SUD 2 lan | È XD 


i = 1,2,…,m| 


Обу» 


+, Ў а м - М?) 


- Ум, - N )(N, - №) ]dx 


j=1 J 


| т E. ‚71 т А 
=| Son (N - NY ?+ >й 
we US ki 


1 


.(N = NŽ )(N; — № ))dx 


m x 0-1 
кГ ов NLY 
+> oF ON, - Ni )(N; - № )))4= 
i= 1 
=- 4) (N -NOT + PIC) 


. (N - N*)dz < 0 "NZ N*,N € Š” 
且 & 是 介 于 N; 和 NN? 之 间 的 数 ,这 里 用 到 了 中 值 定理 ,因此 , 当 
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МЄ 5" RA limN (t,x, №) = №", 

H9.5.4 #0<0,<1, 存在 正 数 六 >N (i =1,2,…， 
т), ЕРЕ (ао, xm) 是 一 个 M 和 矩阵 , 则 (9.5-3) 式 的 正 的 平 
衡 位 置 N = М “是 渐 近 稳定 的 ,吸收 区 域 为 | 

ô” SINE R”, 0 < N, < Nš < Ñ, i = 1,2,:-,т| 

这 里 gi = ONG 1/0 dij = — ai /kj 
证 明 方 法 是 类 似 于 定理 9.5.3, 故 略 。 

下 面 考虑 更 一 般 的 具有 扩散 的 Gilpin- Ayala 生态 竞争 模型 


у = ма УМ) + X зр Ga) (9.5-7) 
这 里 r By 和 0 是 非 负 常数 。 
再 用 边界 条 件 
Mio ， 当 ! 上 >0 , x€an 
ВМ" = (№, -, ND Ж 


ву =1 
的 正 数 解 , 即 N* 是 (9.5-7) 式 的 正 的 平衡 位 置 。 
定理 9.5.5 设 0,21,B = (By)mxm, 如 果 存在 一 个 正定 对 
角 和 矩阵 C= diag(c1,，…,c; ) 使 得 
СВ + ВІС 
是 正定 的 , 则 (9.5-7) 式 的 平衡 位 置 N = N * 在 К" 内 是 全 局 稳定 
的 。 
证 :改写 (9.5-7) 式 为 
a l aN; 
os 一 rN D BN )+ 2) 500) ax, 
он Ляпунов Р" 
| "ОС № N; ® 
WON) f (буз 


就 能 得 到 
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а (9.5.7) ST 1), (N - N*)!'(CB + BIC) 
(N - Nae aN МЕ 
-| SEG Prk 
<|, (N- N*)T 


. (CB + BTO(N - М№*)ах< 0 № NÆN* 
Wit, МЕ К” 内 是 全 局 稳定 的 。 


56 具有 扩散 的 生态 系统 的 持久 性 与 共存 性 


从 生态 平衡 的 角度 上 讲 , 研究 一 个 生态 系统 的 持久 性 (per- 
mance) 与 共存 性 (persitence) , 比 研 究 某 一 个 平衡 位 置 的 稳定 性 与 
吸引 性 更 有 实际 意义 ,也 更 重要 。70 年 代 , 人 们 开始 研究 生态 稳 
定性 ,从 80 年 代 起 , 则 重点 研究 生态 系统 的 持久 性 与 共存 性 ,但 集 
中 在 由 常 微分 方程 描述 的 生态 系统 。 作 为 生态 系统 ,扩散 是 不 可 
避免 的 ,例如 移民 ,动物 种 群 的 迁移 等 等 。 

本 节 研 究 一 般 具 有 扩散 的 时 变 的 生态 系统 的 持久 性 与 共存 
性 。 

考虑 下 列 具 有 性 生态 系统 的 初 边 值 问题 . 

ƏN, _ < N, 


at WAO дх, 


) + N.f; (z , N) i=i,--,l 
(9.6-1a) 


д д д 
ON; = N; ON; М = 0 #20 хЄєао 


at Ixi’ Ix’ ü xn 
і = 1 (9.6-16) 

N(x,0) = No(x) Жо kE (9.6-1c) 

N = соі Nise, №) 

fGO N). = «Аб, №), filt, №) € CLIX К, В!) 
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NER” 为 紧 集 ,测度 大 于 0、D;、f 充分 光滑 。 以 下 定义 中 恒 设 

No(x) >0,(9.6.1) 表 示 (9.6-1a)U(9.6-15)U(9.6-1c)。 
定义 9.6.1 若 (9.6-1a)U(9.6-15)U(9.6-1c) 的 每 个 解 

对 XE 一 致 地 成 立 limN(z， x)>0[limN;(:, x)>0,i=1,,r 


too 


<1] , 则 称 (9.6- 1) 是 共存 的 (Persistent) [部 分 变 元 N;(¿ =1,: 
7) 共 存 的 ]。 

定义 9.6.2 若 存 在 紧 集 KCR, Š|N:|N,>0 i=1,2, 
LICR. Z {NI|N;>0 i=1,2,…,rl 和 >0, 使 得 每 个 解 有 
N(2,0,No)CK,, 4t2T, RF x€ 0 一 致 成 立 [N;(t,0, No)CC 
Kr i=1,…,r, 当 t 之 T, 关 于 xE Q 一致 地 成 立 ], 则 称 (9.6- 
1) 式 为 持久 的 [关于 部 分 变 元 N; ,i =1,2,…,r 为 持久 的 ]。 

HESIO. 6- DASK A, Lotka — Volterra 系统 


N = = N,(b; + Уа) + > 2 500, Е 
; = 12.1 (9.6-2а) 


=) ti>0 хЄ0 (9.6-2Ь) 


i 
b + OaNi=0 i=1,2,",l (9.6-3) 


1 
有 唯一 正解 。 
= (NI, М), В N; > 0 i = 1,2,.…,/ 


现在 考虑 (9.6-2) 式 的 扰动 系统 
INi Nilh; + Daw, + &(t) + љом) 


+ ЕА FA 0,502) i= 1,2,,l (9.6-4a) 


д 
N o x€0,t>0 1=1,2,%,l (9.6-4b) 


定理 9.6.1 设 下 列 条 件 成 立 。 
D D(t,x)>0 i=1,2,,m 
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2) 扰 动 适 当地 小 ,满足 
| &(t) + УОК; I< k; = const i= 1,2, ,[ 


эней янын 
= фар(су,'"",с) 使 得 


L 
I МСА + Colt) + ATC + ү (4)C)N <- DaN? 
i=1 


(9.6-5) 
这 里 4,>0 (i=1,2,…,/) 是 常数 
A= (ах Н. 102) = (79; (t));x; 
&(t) = col( &(t) *,&,(t)) 
4) 集合 K, “IN Matin, - № - S] < 


j=l 


Уд, (AO WEK, CR) , 则 (9.6-2) 式 是 持久 的 。 
证 : 改写 (9. 6-4a ) 式 为 
1 1 1 G 
os = Ni[ 23а (N; 一 N) + & (z) + > ni (DN + > g; (t) 
j=l 1 . 1 


(N; — № )]+ > 500, э) i = 1,2,7,2 (9.6-6) 
对 (9.6-6) 作 平均 Jlamyuon 函数 
WEN) | уак Ef Da 


* [ N; 一 N; N: ]dz (9.6-7) 


显然 W(N*)=0, w(N)>0, ш NZ М”, 0 的 测度 Меѕ0 
>0, 则 当 

N; > 018 №, —+ со( = 1,41), W (N) >+ оо, 
沿 (9.6-6) 式 的 解 计算 W(N) 的 导数 WON), EA 


dW dV _ і aV ON: ay 
д; 1 (9.6-6) = | )esodz 一 [20 эх. ƏN; dt 
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= „> [CN(#,x) — N*)T(CA + C(t) + АТС 


+ (2)C)(N(E,x)-N’*)] 
+[(N(z,x)—N*)T 
> CCEC) + (4) N* ) ах 


+), рэр IN, 23 Ма: 
<J E- Daten) N 0600) 


+ ьон СМ: (2) — Nj) Idx 


J 


! ау (PEN. 


1 n ӘМ; ,, 
JSS AN Pax 


2. DUAN; (t,x) - Nf) + Zk | N;(t,x) 


ene ye Be, 


-| уйдун 
<f- YAN.) 一 М) 
+ У) chin, (ex) — N? Јах 


АТЕНЕ 


1 
C, 
+ DIAG dx < 0 
т=1 1 


当 hi N;(z,x) — М? |— aa 
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> dase 212 (9.6-8) 
特别 地 ,有 
于 |( 66 在 KCR WRR RI /K 是 负 定 的 ,现在 令 К, 是 
K 中 点 的 所 有 e 领域 的 闭 包 ,从 而 是 紧 集 。 


现 证 Y No(0,x)E RS ,存在 T(No(0,x))>0, 使 得 
N(t,0,N (0,x))C K, 4 t > T(N(0,x))(9.6-9) 
事实 上 ,如 果 N(z ,0, No(0,x)) 仍 停留 在 集合 
S = (RY /КЕ) N QEIN | WON) = | Vax = W(Ñ)| 


显然 ,集合 S 是 紧 集 。 
4 
Ck 


ГЕ А 
-L= itf (- > DAK М(х) — № д? 


+ УА (SE) lax 


则 -1,<0 
这 样 , 当 t+ co 
0< W(N(:,x)) < W(N(0,x)) – L(t -0)—>-% 
是 不 可 能 的 ,因此 (9,6-9) 式 成 立 ,定理 9.6.1 证 毕 。 
定理 9.6.2 ”假设 定理 9.6.1 的 条 件 1),2) 成 立 。 
3) FETE IE ET AEE C= diag(c1,c2,…, ci) 和 常数 >>0, 使 
得 矩阵 . 


[CA + C)+ ATC + FC]+ 
БОРЕ, I 是 >xr 单 位 矩阵 。 
4)K, Ë [N€ Fr, : X LIN Nz |- С русу 


则 系统 (9.6- 6) 式 是 关于 部 分 变 元 持久 的 。 
”证 :再 次 用 平均 Ляпунов #2 24(9.6-7)%, Е 


el, 0 | 
| (0<r<1) 
О Olx: 


тро ие -= 
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ове = 2 | (NG, z) — N*)T(CA + Colt) + АТС 
+ ТС) (Ка, х) = N°) 
+[(N(z,z) = N* )7C(6(z) 
+ т(М*)]|ах 

VaVN а 
ЧЫЗ? an © эш 
= 5) (Мах) - N*)TILCA + CC) + 
ATC + (Oc) + (Чу 0) „}(ч@,х)- N") 


0 


cl, i (N(t,x) — N* dx 
0J ixi 


- |е) мт 
+f, Saco Умама 
— № )ах + > D oN эү, i oe) lan 


т) рр 


<f i- 27 lN:C ix) = NI. 


«Sods | Nase) NP паа 
i=1 
<| {— dell №, (t,x) - № 一生 + 
Sea <0 
y| ч * ck; ч ciki 
“SI N:(t,x) - NË 1- 2 > >С; )2 (9.6-10) 
tM осо @ К ИК, 内 负 定 ,这 里 Rr, /K, É K, 


ER 中 的 余 集 ,类 似 于 定理 9.6.1 的 证 明 , 可 证 分 量 М, (z, 
x), № (Е, х)ЖА K, He 领域 , 故 系 统 (9.6-6) 是 关于 Ni， 
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…, N, 是 持久 的 。 

正 的 平衡 位 置 N=N* 在 R 内 的 全 局 渐 近 稳定 性 可 视 为 一 
种 特殊 的 持久 性 存在 ,因此 ,也 不 妨 在 此 讨论 。 

定理 9.6.3 HEATER С = diagtcl， …,cn)>0, 使 得 СА + 
АТС 是 负 定 的 。 

1) AD (t,x)20 (i =1,2,-",1), HEDA Dolt, x)> 
0, 则 (9.6-6) 式 的 正 的 平衡 位 置 N = N "是 在 R 内 全 局 渐 近 稳 
EN; 

2) D,(t,x)20 (i =1,2,…,7), 则 N=N* 是 在 Ri 内 稳定 
的 , 且 系 统 (9.6-6) 是 共存 的 。 

证 : 仍 用 平均 Ляпунов 函数 (9.6-7) 式 

1) 


dW. Lf 59У 4 
р 19:66) = |, > NN (r, + 21 aN) 


, 2¥ BAN ia 


дх, 


- 1 „ОМ = N*)T(CA + ATC)(N — N" )dz 


=1 {ГД 95% 
YS ау а, aN; 
< È Y aN am Pi tay) на pq 
iya DAA 
<0 4NHAN* JAD; >0 (9.6-11а) 
= 对 所 有 的 D; 宇 0 i = 1,2,…,/ (9.6-116) 


(9.6-1la ) 意 味 着 结论 1) RZ. 
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2) 因 为 W(N)>0,4 NZ N*, R W(N*)=0, 故 存在 
e(|IN-N* 上)EK, 使 得 
W(N) > e([N- №" |) (9.6-12) 
Ye>0, 取 0<6<1, A || N-N* || <ó WW W(Ñ)< (e), 
于 是 有 | 
` @(|N-N* |)<W(N(;,0,Ñ))><W(Ñ)<oe(e) 
(9.6-13) 
因此 | N(t,x)-N* | <=, 即 (9.6-6) 式 的 平衡 位 置 N * 是 稳 
定 的 。 
车 系统 (9.6-6) 式 不 是 共存 的 , 则 存在 {zt,1 ,i 一 ,使 得 对 某 
些 ig 成立 . 
Jim N; (2,,0, xu) = 0 (9.6-14) 
对 x 一 致 成 立 , 于 是 ,一 方面 . 
对 所 有 20,8 W(N(t,x, к) (0) M< +оо (9.6-15) 


BF eM A 
W(N(1,)) > Mes? = 2M > М (9.6-16) ` 


显然 ,(9.6-15) 与 (9.6-16) 是 矛盾 的 , 故 系统 (9.6-6) 是 共存 的 , 定 
理 9.6.3 证 毕 。 

定理 9.6.4 设 D;(t,x) 守 0(i=1,2,…,1), 且 存在 矩阵 C 
= diag(c1,…,c1) 20 和 常数 е 使 得 


L 0 
СА + АТС + | | <0 (9.6-17) 
` 0 On 


则 (9.6-6) 式 的 正平 衡 位 置 N* 是 关于 部 分 变 元 №," N, 为 渐 
近 稳定 的 ,关于 部 分 变 元 N, ;1,…, N, 是 稳定 的 ,系统 (9.6-6) 式 
关于 Nevis № 是 共存 的 。 

证 :选取 Ляпунов 函数 (9.6-7) , 则 有 


dw 1 ， ， 
q 100.60 = К - №? )(СА + АТС)(М - №" )Tdz 
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М (Di 205014: 


+112025 
-4f iv Note vate | N ) 
22а | | 0 Wi 


оско, > I N, = Nz Pde 


1 


+ > > xip; Әх 2Ni) lan 


-| Syed FOG z 
I -«] sc, x) —- N? dz 


<0 NN Elly yr) 
故 N* 是 关于 N1,…, №, 为 渐 近 稳定 。 | 
& 1N-N ,= |N NAS МА | 
HH (9.6-12).(9.6-13) RA 
(№) Se(IIN-N* 1) > eCIN-N* I- 
R. p(l N- №" ll ):--<e@CIN-N* li, 
<W(N(t,0,N)) 
<W(N)<o(e) 
进而 £ (IIN-N* Dr<e 
即 NN* 关 于 N,+1,…, № BE, 其 持久 性 的 证 明 是 类 似 于 定理 
9.6.3, 略 。 
下 面 考虑 更 一 般 的 具有 扩散 的 生态 系统 


2м aN; 
- млм + Уз (взш) FS Led 
(9.6-18a) 
aN. 
We =0 Bi>0 rEn ` (9.6-185) 


N(O,x) = No(x) ЖОЕ.  (9.6-18c) 
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QCR" 集 ,MesQ >0, 设 存在 唯一 的 N = (NY ，…N7)>0, 使 


得 (NY ,…, №) =0 
并 考虑 (9.6-18a ) 的 扰动 系统 ,有 


ƏN, aN; 

OL = МСМ, “ Ni) + ui(2)N; + > A D, 521) 
aN, 

ay =0 1 >0 xE (9.6-19) 


这 里 и, (2) u(t)i<k,= const i=1,2,: 
仿照 定理 9.6.1~ EBE 9.6.4, 8 可 以 证 明 以 下 定理 。 
定理 9.6.5 Bik: 
1) 存 在 常数 矩阵 (gy )1xi 使 得 С 


БАШ: i,f = 1,2,1 15) 

2) 存 在 正定 常数 矩阵 C = diag(cl,…，ci) 使 得 

CG + СЇС<0 

WW D;(1,x) 尖 0, 且 至 少 有 一 个 Р; (i,x)>0, 药 涵 (9.6-18) 式 的 
平衡 位 置 N* 是 在 RL 内 全 局 稳定 的 。 | 

Di(t ,x)20(i =1,2,-",1), A N* BREN, Н (9.6- 
18a) BAH). . 

定理 9.6.6 ШЕЯ 9.6.5 的 条 件 1) 成 立 。 

2 D;(t,x)20(i=1,2,:°",/), ВЖЖ C = diag 
(c1,…,c1)>0 及 常数 。>0 ,使 得 


eI, 0) | 
СА + АЇС + | <0 
ixi 


0 0 

则 (9.6-18a) 的 正 的 平衡 位 置 N=N* 关 于 N1,…,NN, 在 R+ 内 是 
渐 近 稳定 的 ,关于 М, 4,1,…, Ni 是 在 RL 内 稳定 的 ,系统 (9.6- 
18a ) 是 共存 的 。 
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定理 9.6.7 假设 

1) Di(z,x)20  i=1,2,⁄,l 

2) |u; (t) <А; = const i=1,2,°°,2 
3) FF4E BUR С = diag(ct，……,cr)>0, 使 得 


РА 
DNT(CG + GION <- Dan? 
[=] 


4) 集合 A =N: STALIN, - N 1- Ср < Уол, CE] 

在 RY. BI à, C R!, , 则 系统 (9.6. 19) 是 持久 的 。 

ЖЕ 9.6.8 iZ 

1) D;:(t, x) 20 2=1,2,- 1 

2) | u;(t)|<k; = const 1= 1,2,4 

3) 存 在 C=diagf(cl су) Hl e > 0, (#79 CA + СІС + 
el, 0 

" 0< ғ ТА ХЕ 
É 中 <r<1)*k fE 

4) о, SINDU N NY 1 py < Mate 

r ` ' | 2e 60 2e | 


E X, 内 , 则 系统 (9.6-19) 关 于 Ni N, 是 持久 的 。 
这 些 定理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 ,此 略 。 


87 一 类 偏 泛 函 微 分 方程 2 


泛 函 微分 方程 与 偏 微分 方程 的 互相 渗透 而 自然 产生 的 偏 泛 沙 
微分 方程 是 20 世纪 60 年 代 开始 研究 ,到 70 年 代 才 逐渐 活路 起 
来 ,至 今 已 形成 一 个 重要 的 分 支 。 

这 里 ,介绍 一 些 较 近期 的 稳定 性 结果 1。 

SIR TUE SBE 
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ЕС - сух) we tw) пак) 


ax, дх, 
(9.7-1а) 
и 10 = 0 2220 (9.7-15) 
и = ф(1,х) +C [-r,0) хЄ ДП (9.7-1с) 


的 稳定 性 ,这 里 x= (2,6,2), /(х,0---0)==0% 

人 们 把 含有 时 滞 的 偏 微 分 方程 称 为 偏 泛 函 微分 方程 ,而 偏 泛 
函 微 分 方程 又 可 化 为 Banach 空间 上 的 泛 隐 微分 方程 。 

S X 为 一 实 的 Banach 空间 ,C= C([- 7,0], Хх), MF pE 
Са le | c= sup е | ,在 X 上 考虑 下 列 初 值 问题 


di = Aut farum) 220 (9.7-2a) 
uo = 9 (9.7-26) 


其 中 A:X->X 是 线性 算 子 , f; IX C->X ЖЕШ, и, Sul 
+0)，-r 委 0 入 0。 

(9,7-2a)U(9.7-25) 是 偏 汉 微分 方程 的 基本 形式 ,由 于 它 是 
一 种 抽象 形式 ,也 称 为 抽象 泛 函 微分 方程 。 

定理 9.7.1 假设 下 列 条 件 成 立 。 

1) 线性 算 子 A 是 X 上 的 一 个 强 连续 半 群 工 (z) 的 无 穷 小 生 
成 元 。 

2) f€ C[R, xC,X1,f(:,0)=0, 满足 局 部 Lipschitz 条 件 
ПА, фі) = РО, фо) 1х&<10(, 1. 1с Ф 10 l g- @ 1 с 
这 里 (2, у, у) HF tC R* у, уЄ К 连续 的 ,关于 J132 
单调 不 减 的 。 

3) ITIK K>0 w>0 | 

4) 存在 函数 СЄСІР. XR, R ], 它 关于 第 二 个 变量 单调 
Ж, H 

IF, lx SG, llelo) Gg) ЄЕ'ХС 

5) FE gEC(L[-r,©)xXR*,R*), 使 对 每 个 220,800) 

=e, pe 
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Ё 
e > Кре“ + [ Ke“? G(s,g,)ds t 之 0 


g(t) > Kp t€[-r,0] К21 
这 里 g= sup g(t +) 
WW 1) (9.7-2а)\)(9.7-2Ь) 有 唯一 的 全 局 温和 解 [下 面 有 定 
义 ] 
u(t,p):[-r,~)>x, Н PAAR SRR 
lulto 1х< let, hella t€ [— r,oo) 
2) 者 li зира (£, p) = 0, 则 (9.7-2) 的 平凡 解 稳定 ,进而 若 
limg(t,p)=0, 当 0<p<<1, 则 (9.7-2) 的 平凡 解 浙 近 稳定 。 
证 ;改写 (9.7-24a)U(9.7-25) 为 下 列 积分 方程 
|“ = T(t) 9(0) +| TG -s)fls,u)ds 2220 


u(t)= g(t) +t€[~r,0] 
| (9.7-3) 
(9.7-3) RK ERARA (9.7-2a) U(9.7-26) 的 温和 解 。 因 为 
(9.7-2a)U(9.7-25) 与 (9.7-3) 是 不 等 价 的 ,(9.7-3) 式 的 解 的 解 
一 般 不 满足 (9.7-2a)U(9.7-25), 但 (9.7-2a)U(9.7-265) 的 解 
必 满 是 (9.7-3) Ro 
下 面 建立 (9.7-3) 式 的 迭代 求解 过 程 。 
选择 «Є (CL -r,0],X), 使 得 
la [са 2220 这 里 р, 表示 g(t, ell.) 
例如 ,选取 u = (в), —r<z<0,G (4) = T(t) gO), 
>) 
lu llag ELl- rL) 故 lu | eS g, 
设 
ve = T(t)¢(0) +f TO = s)f(s,u®)ds +0 


u(t) = p(t) Є [~ ғ,0] 
(9.7-4) 
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一 般 地 ,定义 次 迭代 如 
ө = T(t)e(0) + бта ~s)f(s,u*)ds ;>0 


u(t) =p) t€[-7,0] k =1,2,-- 
(9.7-5) 
从 (9.7-4) 有 


| 1 
la] z< K | ¢(0) || хе ™ + [ Keo? | f(s, u$”) Il xds 
t 
< Ke“ || gl c + [Kee G(s, | a | ds 


t 
<Ke“ || pll c+ [Keo G(s,g,)ds < gG) 


€ [—r,0] 
BA 1400) | х< [һер ||с<К [һе || 
因此 ,得 到 
u(t) Iix<e(z) = tE[-7,00) R lu | <ç, 10 
用 数学 归纳 法 ,能 证 明 对 任意 自然 数 有 估计 式 
lult) lx) tE€[-r,0) я 
lu [са 2220,6 = 1,2, — 
Ж ЛЕШЕХ ER Ae T>0, FA u (Р) ЕГО , TF] E— 
致 收敛 的 , Y 1:E[0 ,个 ] BAA 


t 
[uD uC) He < Ker drs, Hu | c | и® | са 


(9.7-6) 


<f Kee L(s,g,,g,) gds 
注意 g ALEEZK, 12 
| g< N, KL(t,g,, g) < М 
КЖ 
| u® — «© || y < MN: 


显然 
| uf? 一 иб) | < MN: 
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用 归纳 法 易 证 对 任意 自然 数 


Sank 
Па -utd | , <N МТ) 


Nk _ 
| wk) _ use) | | <n MD tE [0,T] 


Є [0,7] 


(9.7-7) 
Kielimu (Elo, TIERS. 
4 limu (1) = u(t) 则 x(z) 在 [0, T] 上 连续 。 
注意 到 | 


| u(t) = TOEO) - [TG - f(s, u)ds || x 


< luz) -utall + 1 КЕС - s)f(s,u,) 


мМ" 
1 mn! 


- f(s,u))ds | y < NG + Mt) У) 

Вр w(t) #2 (9.7-1a) U(9.7- 16) НЯ i 

| 现 证 唯一 性 , 设 V(t) 是 (9.7-3) 式 的 另 一 个 连续 解 | v, 
|. <=, „ЗНН 


; . 
Mu- v) lx кес PL lus Nc llos io) а, wl eds 
t 
<, Ke! 9 Ls 585585) | u Us [ cds 


<M {Пао ll cds 
0 
这 样 , 得 到 
[а = о, | c < м|, | us = vs || cds 

用 Gronwall — Bellman 不 等 式 可 得 ul(t)=V(t), 故 唯一 性 获 证 。 

于 是 从 估计 式 

lulto) lx Sge ole) L€ [— ғ,9%] 

可 得 下 列 结论 。 

#ilim sup g(t,b)=0 - 则 (9.7-1a) 的 平凡 解 稳定 。 
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者 lm g(z,p)=0 当 0< pb<1, 则 (9.7-1) 的 平凡 解 渐 近 稳 
定 。 | 

JAMAE, РСЕ 25 [Н], BEB (Uu T Es 9.7.1 的 定 
理 。 

定理 9.7.2 假设 下 列 条 件 成 立 : | 

DA E. X 空间 上 的 解析 半 群 下 (z) 的 无 穷 小 生 元 ,对 每 一 个 
t, T(z) 是 紧 的 。 

2) | T(t) |<Ke *,K>0,w>0,120 

B eo=C([- 7,0], Xa) pE cE ll g Io, = зир A 
(0) Il x 

3)fE[R+XC,,X], 3,0) =0, Т e 满足 局 部 Lipschitz 
条 件 , 即 
| rz er) — f(t, фо) ax, lle; |! C> lez |l c) lgi- фо 1 С, 
这 里 LEC[R; хк, xxR+,R+] 是 关于 第 二 个 ,第 三 个 变 元 是 
单调 不 减 的 。 
4) 存 在 GE CI[R1+ XR*,R* j] 它 是 关于 第 二 个 变 元 单调 不 © 
减 ,满足 

Iep las Ge, lele) 

5) 存 在 gECl-r,®)XR:, R, ] 使 得 对 每 个 p20 , g(t) 

= g(t, р) | 
g(t)2Ke “| ellc, 
+ |, K(t-s) see #9 С(з,р,)д5 (220 
gk l gll c tE[-r,0] 
则 (9.7-1a )U (9.7-25) 有 唯一 的 全 局 温和 解 <(t, 2) 满足 
lultg) la Sg, lole) ,+ЄЇ[—т,°°] 
#ilim sup g(t,p)=0 则 (9.7-1a ) 的 平 几 解 稳定 。 
车 limg(i,p)=0, 对 于 0< <1, 则 (9.7-1a ) 的 平凡 解 渐 近 


稳定 。 
证 :应 用 不 动 点 定理 , 先 定义 集合 
S= lalu € C(L —_r,°),X,) »Ug- Фф | и; | c <g,,t2201 


在 S 上 定义 映射 下 
кош) = T(1)¢(0) + та _ s)flsuds 220 
(Fu)(t) = p(t) t€ [~ 7,0] | 
| (9.7-8) 
1) 从 (9.7-8) 式 关于 1220 有 
| (Fu) < ITO MgO) Ix, + ЈА) 
- f(s,u,)ds | < Ke“ ll ellc, 
+ [Kt С yeee- | f(s, ug) || xds 
0 
<Ke“ll gle | 
+ | ки = ste "tI G(s, ll u, | cds 
< Ке“ || ell C, 
+ [xu — syte G(s, g,)ds 
0 


| < g(t) tE[-r,0] 

于 是 有 

| (Еа) (2) 1. < l el, < [е 1с< Kl elec < g 
从 而 

| Fua) 1, Sg lele) rE[-r,~] 
它 就 推出 | 
| (Fu), le < zg, t> 0 

这 样 F:S>S 

2) WT 0< <, 从 (9.7-8) 式 便 有 

|| (Fu) (0) 一 (Fu)(z2) lla Il TCs) — Ca) I lelle 
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+ || [Parry _ s)f(s,u,)ds 
一 [PATU = s)f(s,u;)ds || x 
< ITD = TG) l gle + 1]"АЧТ(ау-$) 
~ T(t, 一 s)) f(s, u,)ds | x 
+ етсе = s) FCs, 45 | x 
< | TG) = TG) Il elle + Te) - ТО hit e) 1 
`x | [е атса, -s —e)fls,u,)ds || x 
+ || | ari, — 5) – T(te- s))f(s,u,)ds || x 
+ KM, |” "4з 
. 0 
< | T(t)-T(t)| lele + M T(e)- ТО - + е) 1 
. км," eceasku | steds : 
+ | seas] + 2KM,|""'s-*erds 

MET EH T >0, М T(z) 的 紧 性 可 知 :(Fu)(z) 是 在 
[0, 个 ] 内 等 度 连续 的 , 故 集合 | (Fu) (г), ЄЗ ЕН, 

3) FS 是 紧 的 ,为 此 目的 , 仅 需 证 明 对 固定 的 € [一 zr, 个 ]， 
I(Fa)(2),u C sl ,是 相对 紧 的 ,注意 对 于 0a< p<1, 55 ¿C 
[0, 个 ] 时 推 得 | 

| А?( Еи) (г) lax H TC) 1 H el с, 


+ |l [ATG — 5) f(s,u,)ds || x 


t 
< Ке“ || ф || с, + км4 
“41€[-7r,0]/NA 
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|| А?(Еи) (с) \х< | el a< lol с, 
оС НЯ AP (Fu) (2) ЕХ 内 是 有 界 的 ,A P. ХХ, 是 紧 的 。 
4) 映射 F 是 连续 的 ,从 了 的 连续 性 知 
Ye > 0,32 > 0, ч | «(5) -—uGs) 1, < 8,65 
Sup, | f(s,u,) = f(s,u,) || x < є 
FELO, T], supll u(s)—a(s) 上 .<6, 有 
IOG) = (б) |, < MEATO = D(f(s,u,) 
— f(s,u;))ds || x 


< [KG = sere (е, а Cas Па, = а, | a)ds 
< eM| steds 
0 
故 下 是 连续 的 。 
根据 Schauder 不 动 点 定理 ,下 在 S 内 有 不 动感 , 即 (9.7-1a) 
U(9.7-25) 式 在 X, KAEMA u EC- r, o), X.) CW 


足 不 等 式 
| «(2,) 1. «е, lele) ¿£ €[-r,e] 
(9.7-9) 
5) 唯一 性 , 设 v(t, 9) FE (9.7-2a) U (9.7-20 ) 式 的 另 一 个 连 
续 解 ,vwE S HR re >0 充分 小 ,使 得 


i <1⁄2 

А 0 

则 llu(t,¢) – oltp) 1. 
дето = Fm) = оъ) || x 
[касоне 
LG Па а е и, о, Пса 


, i 
< || jz (2 = s) eC Ls, gg) 
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. oS. | u, ©, | cds 
<m 
一 & ws . _ 
< oe ds SUP, | ue = о, | с, 
<i sup |z; = v, || 
2 о. * . Ca 


FRA sup 1а, o | oSA зир ак v Пс 

从 而 u(t, p)=v(t,¢) ziE [0,r], 反 复 上 述 程序 ,可 得 
到 | 

ult, p) = 0(2,ф), t Є R. 

6) FARE ятла FE, 
由 于 (9.7-9) 式 成 立 ,显然 lim supg(t, p) =0 蕴涵 (9.7-1) 的 
平凡 解 稳定 。 

lmg(:,p)=0 0<р<1, 蕴涵 (9.7-24 ) 的 平凡 解 渐 近 稳 
Ж, 


$8 Луръе 型 偏 泛 函 微 分 方程 


文献 [182] 研 究 了 更 一 般 的 偏 泛 函 微分 方程 的 稳定 性 ,并 将 常 
微分 方程 中 所 建立 的 Лурве 控制 系统 绝对 稳定 的 充 要 条 件 [781 及 
此 派生 出 的 充分 条 件 成 功 地 推广 到 偏 泛 函 微分 方程 ,本 节 了 予以 介 
绍 。 


— _ 
te X 是 一 个 实 的 Banach 25 [8], X" = Xx X: X, Х" = 


— * _ Ë 
Хх.+хХ,Х?=Хх XX,m+p=n,C= C(L-7r,0],X),C 


=C([-7r,0],X*)( k=m,p,n), gE С", PEC", VEC, id 
lelo= sp lele, dole = sp idle. |с = 
sup| 71x? 0 

考虑 下 列 抽象 泛 函 微分 方程 的 初 值 问题 
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a = Aut L(t,u,) + угш) 221520 


и = 9(t) t E [5 = ғ, ғ] 
| (9.8-1) 
这 里 u = col (uy, tu) € Xr, х = соби, un) € X”, у = 
col(u, +i up) E XP, L = соі 14,1), Фф = col( фу, pn) = 
соі фу," Ym >» m+1 In) = соф, у), ш, =и(1 +0), A Jë X” E 
的 线性 算 子 。 
假设 (9.8-1) 式 满足 整体 存在 唯一 性 定理 条 件 , 下 面 来 研究 稳 
定性 。 
引 理 9.8.1 如 果 下 列 线性 问题 
* = Ау + L(t,v,) 


у = 9(t) t € [to — roto] 
的 部 分 变 元 解 x,(io,g) 满 足下 列 不 等 式 


l xlo p) Ile КО) | ol сете (9.8-3) 
EL e(OCC[R,,RI,KGOCC[R,,R.] 
则 存在 Ляпунов 72 р& 
V(t,9) € C[R,x C*,R,] 


(9.8-2) 


它 具 有 下 列 性 质 
1) | gl] ev, pK | ф |+ igle) 
2) VED- VEDISKE ggl e+ ly- 
ale) | 
3) D V|e.a Sc €(t) У(#,ф) 
W: 构造 下 列 Ляпунов ZZ efi 
V(z,@) = sup х, (t, @) || oreli 
а Ей DREK 
УС.) = УС, Ф) = sup ха (ср) Гое 96 


"e(s)ds 
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= зир а (£, p) Il e el © | 


< syp l| x(t p - p) | ed 


< K(z)|| e — ell c 
<K(l¢e-¢iiat lla-gle 
故 性 质 2) 成 立 。 


D*Voo.s-2) Ë lim -(V(:t hy vs p)) — V(z,9)) 
ho 


Tim 1 ttht+e 
= Tm} (spl х,а (ЕЖА, vap || "Өк e(s)ds 


~ sup | X,+,(t,¢) | сев) 


Гра 1 t++ 
= їш (apl xO) ео» 


eas) 


~ sup ll x:+n(t,9) || “е” 
т 1 tr (sds 
<lim (зур | x42, p) || ) „е (да 


. (e fi ea _ 1) 
=< =(t)V(z,@) 

故 性 质 3) 成 立 , V(i,p) 的 连续 性 是 显然 的 ,因此 引 理 9.8.1 证 
毕 。 

引 理 9.8.2 

1) 如 果 (9.8-2) 式 的 部 分 变 元 解 x,(zo, 9) 满 足 (9.8-3) 式 , 且 
##fEW(:,-)€ C[R*1 x R* ,R11, ERT r 单调 不 减 ,使 得 

| f(t,9) lx < W(:, || ф |с") 
2) 下 列 系统 | 


dz = -- 2 | 之 

| = ~ є(т)е + K(t)W(t,z) (9.8-4) 
2( to) = zo 之 V(to, p) 

的 初 值 问题 在 R+ 上 存在 的 最 大 右 行 解 


zm (t,t, Zo) 
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则 (9.8-1) 式 的 部 分 变 元 解 有 估计 式 
| x,(to,@) |" S zu(t,to zo) t=to (9.8-5) 
证 :根据 引 理 9.8.1 AAR PE ЕРЕ 1) .2).3) 1268 V (z, 
Ф), WE D* Vios pA 


D* log lim (УСА walt, р) — У(т,ф)) 
h—0 А 
+ Та (У(+,шуу(т,е)) 
h—0 
— V(t+h,vr(t, Pp))) 
<-є(У(т,е) + m le (9.8-6) 
Ao h 
由 常数 变易 法 公式 ,有 
t+h 
Uren — Unh = | U(t +h,s) Xof(s,u,)ds 
因而 


tth 
Msn = - Lj Ult + hys)Xof(s,u,)es 


= i "we +h,s)Xof(s,u,) — f(t,))ds 


AL COG + h,s) = UE) Хобе 9)ds + Kafer) 
fim Пав vsa | 1 f(t.) ls (9.8-7) 
将 (9.8-7) 式 代入 (9.8-6) 式 , 便 有 
D? V logy e(z)V(t,¢) + K(z) | flt,9) Ix 

<- elt) Va, p) + Ka) We, kyle) 

<- elz) V(t,g) + KU) Wt, V(t,9)) 
计 及 e€ Ct 的 任意 性 , 便 有 

Dt V(t ,w(t0,0)) S- (ғ) VG, u,(t0,¢)) 

+ K(t)W(2,V(t,u,(to,9))) 

由 比较 定理 及 引 理 9.8.1 的 性 质 1) ,可 得 
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l| x,(to,9) || с” << УС, и, (20,ф)) < Zu(t,to, zc) 
引 理 9.8.2 获 证 。 
可 以 仿照 常 微 分 方程 中 关于 稳定 ,一 致 稳定 ,一 致 汤 近 稳定 ， 
全 局 一 致 渐 近 稳定 ,全 局 指数 稳定 等 定义 来 定义 (9.8-1) 式 平凡 解 
的 相应 的 稳定 性 。 
定理 9.8.1 设 引 理 9.8.2 的 条 件 满足 , 且 W(r,r)<< L (t) 
r, 则 有 下 列 结论 。 Е 


1) | (еб) = КС). (s))ds > 7 (to) BB 09.8-1) 式 的 平凡 
解 关于 部 分 变 元 xlo, p) 稳定 。 

2) | Cels) — K(s)L(s))ds > y = onst, H КО) = K = 
const MW (9.8-1) 式 的 平凡 解 关于 部 分 变 元 zx“(20vp) 一 臻 稳定。 

з) | eo) - KG) L(z))ds = oo #898(9.8-1) RAYE SLAG 
关于 x,(ta, 9) 全 局 渐 近 稳定 。 

4) | EG) -KOLO do ЖР ty 3, Mt -to 一 
,蕴涵 (9.8_1) 式 的 平凡 解 关于 x, (19, р) 全 局 一 致 浙 近 稳定 。 

5) [ (e(s) = K(s)L(s))ds >y- t) ty > 0x7 204 


#8 (9.8-1) 式 的 平凡 解 关 于 x, (to, р) 全 局 指数 稳定 。 
证 :考虑 下 列 方程 


р = (-e(t) + K(t)L(t))z 


z(t0) = zo 


(9.8-8) 


不 难得 到 


z(t, to, zo) = zoe he -KL 


Ў 20= V(to,9), 由 比较 定理 和 引 理 9.8.1 的 性 质 1), 有 
| x;(to,¢9) | < V(t,u,(to,¢)) < z(t, to, 20) 
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< zoe h EO -KVL 
< V (tos p) f EO KOLA 
< K(to)( | ф | at | 7 | coer fi EKOL) ds 


故 定理 9.8.1 结论 成 立 。 

定理 9.8.2 ШЖ 

DEE V(t,g)=(Vi(t,p),…, Vilt, p))T, 它 的 Frechet 
导数 存在 且 关 于 ф 连续 ,又 存在 Y= (з, дә Т, ЄР, В 

i) | VGz,e)|>l yl e 

ii) Vilo.e2<- АСФ) 

2) 存 在 6,009 Є C[I,R*](;:Zj) 和 Wilt, xis", zn) € C 
[Ix R! ,R], Wi 关于 z1,…, е 是 拟 单调 不 减 的 ,使 得 


l 
р Vi(t1,9,%0, f(t, 9) < > b; V; + Aw, + W, V) 
3) 初 值 问题 


ч = 2,6 + W;(t zitt, z) (9.8-9) 
z; (to) = zio = Vi(to, p) і =1,2,: 1 
有 在 R, ERKAT zult, tozo) = (aims z) ДИЗ 

| х, (го, p) По 1 zmlt, гозо) 1 . (9.8-10) 


证 : 沿 (9.8-1) 式 的 解 计 算 V(z,p) 的 导数 ,有 
V lo.s ЖУ 1 ө.в.2) + а (V(t +h,u,+,(t,o)) 
h-~0 


一 V(#+h,o,+ I (t,@))) 
<V | 0.8-2) + lim DV (t+ hy о, +) (и, +в ~un) /h 
h>0 


由 常数 变易 法 公式 ,有 
w= Оба гор + | Us,s) Xof(s, us)ds 


= (torp) + | UC,s) Xof(ss us)ds 
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从 而 


V; log. S- Ад& l e le) 
+ lim DV;(t + А, Uun) 
nor 


{Сш + hs) хое) 


tth | 
注意 | U(t + h,s)Xof(s,u,)ds 


ењ 


=- оа + h,s)Xo(fls,us) — f(t, p))ds 


aCe +А,5) 一 U(t,t))Xof(t,)ds 


+ Xof( t, ф) 
这 就 推出 


1 tth 
lim if U(t +h,s)Xof(s,u,)ds < Xof(t ,9) 
+ t 


0 
进而 有 . 
Tim DV,G + hrva) | UG А, з) Xof(s,u,)ds 
h>0 t 
< DV,(:,@)X f(r,e)< DV,(z,e,X f(x ,o)) 
Усова) ©— А Ге Пе) + DV, (z, 9p,Xof(t,9)) 


< Ууу, + W(t, Vises Vi) (9.8-11) 
j=l 


即 Иов. әВУ+ W(t, V) 
由 于 ?是 任意 的 , 故 有 С 
V(t,u,) <BV(t,u,) + W(t,V(t,u,)) (9.8-12) 
根据 条 件 3) 和 比较 原理 以 及 条 件 1) ,有 
| x,(t,¢) lo < | У(т,ф) Il < | eml, to zo) | 
下 面 ,在 Banach 空间 X hg UAB x, x) ES BON AA 
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特 空 间 。 
考虑 Луръе 型 抽象 泛 函 微分 方程 
k +L(t,u,) +bf(t,0) 2210220 
(9.8-13) 


u= 0 t€lty—r,to] о, = clu 
这 里 工 = anepo) 
JE Сх С",Х] (fl1,01),0)c >0 о, = 0 


и = col(u1,'" и,) b = со1(Ь{,,Ь„) c = col(c,,°*",c,) 


及 


dy _ - 

=Ay+L(t,y)+bfi(t,0) 122ty>0 
| W Ous ° (9.8-14) 
y=gilt)  tElto-r,to] o= clu-— оё 


这 里 у=со](иц,,м„,ё) b=col(b1,.…,b,+1) 
0 
L = coll Lis Laa) = | dn(t,0)91(0) 


fie C[IxC X] ((r,z,),6) >0 40,50 
(9.8-3) 与 (9.8-4) 式 中 A 是 T(z) 在 X” (X71) 3 |B] ЕВ 
半 群 的 无 穷 小 生成 元 , fı ,0) 0, f(t ,0)=0. 

仿照 常 微分 方程 描述 的 非 线性 控制 系统 的 分 类 ,不 妨 设 (9.8- 
13)、(9.8-14) 式 分 别 为 直接 控制 和 间接 控制 。 

定义 9.8,1 满足 上 述 限 制 的 任意 FA) ,(9.8-13)[(9.8- 
14)] 式 的 零 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 , 称 (9.8-13)[(9.8-14)] 式 的 零 
解 是 绝对 稳定 的 。 

首先 讨论 (9.8- 13) 式 的 绝对 稳定 性 ,不 妨 设 c, 40 o 

作 变 换 w= G(g;)w, 其 中 


1 i¿=j=1,2,--— n-1 | 
а} 152} і = 1,,n-1 j= 二 


j =1,2, n ¿ = п 


则 (9.8-13) 化 为 
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| dw = Aw+ L(t, w,) + bf(t,wg) 1 St 
w = Ф t E [tp —r,to] (9.8-13') 
这 里 w=col(wi," №, 1, Wp) =COl( uy zi)G) 
À 和 与 A 和 L 有 同样 的 性 质 。 
定理 9.8.3 若 下 列 线性 问题 


| t => to 


о = Фф t€ [to = ғ, 10] (9.8-15) 
的 解 V,(to,9) 满 足 不 等 式 
| У,(в,ф) їс SK lole? a>0 
则 (9.8-13) 式 的 平凡 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 是 (9.8-13) 式 的 零 解 
关于 部 分 变 元 wm (to，9) 绝 对 稳定 。 
证 :必要 性 ; 设 (9.8-13) 式 的 零 解 绝对 稳定 , 设 上 C=M, 则 
存在 6(s)>0, 使 得 
lut, p) | < e/M t>0 
Ye >0, 当 | e || = < 5, RE w= Gu, p= Gp 或 p= 
G le, BRA 
lato @ie<ICllludo@le<« 2% 
4 lel e<l Gl 
对 任何 PE С", 因为 lim ll и, 25,9) || e =0 
便 有 
lim || wa (top) || c < M lim llu,Gg,@2)ll a = 0 
必要 性 获 证 。 | | 
充分 性 , 设 (9.8-13) 的 零 解 关于 部 分 变 元 xo, (to,9) 绝 对 稳 
定 , 根 据 常 数 变易 法 公式 , (9.8-13) 式 的 任意 非 零 解 可 表示 为 


(tg) = «(ое + | alt,s) Хову (е6) 


= u(t to) + | UG ,s)Xobf(s, Wultosp))ds 
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于 是 
үш (в, e < Kes elo | 
+] Кеө || 1/(зушмы(шо,ф)) Lad 
Ve >0, 因 为 wultosp)>0, 存在 1" >to, 使 得 
| Kee? |ь | 1 уз, w(t0,9)) leds < €/3 


№, У 是 连续 的 , 计 及 (9.8-13) 式 的 解 关 于 始 值 的 连续 性 及 
它 的 零 解 关于 хо (го, р) 的 绝对 稳定 性 , 故 存在 1(e)>0, 使 得 


| Kel POI fls,wlt0,9)) Ixds < €43 
t 


当 lo la <àó(e), По сл. 
Ж 5,(е) <= /32,4 (=) = тіп(д, (є), d2(e)) 便 有 
Га, (20, e) С++ =е l oil се< (е) 
这 就 说 明 (9.8-13) 的 零 解 是 稳定 的 。 
现 证 | в, (о, ф) | oO, 4 tto, № 


абое) = Оба, tole + |. UG,s) Xobf(s ,о,)ё 


= Ultsto)p + | Ut 5) Хону чоњ во, ф))4в 
可 得 | 
llu, gpile<Ke > | ç | c= 
+| Keel? |p IG, Сео.) 1,45 < e 
= кеча | g || e 
к| ке [> ll 1 fls, то (to, ф)) 1xds 
| 


е“ 


+ 


应 用 L Hospital 法 则 便 有 
0< lim || ш, (го, || < limKe s || ç | c 
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+ lim | b | | ло (00,9) lx 


= 0 
故 (9.8-13) 式 的 零 解 是 绝对 稳定 的 。 
下 面 讨论 间接 控制 (9.8-14) 式 , 作 变 换 


W = G(g;)y 
其 中 矩阵 С(д int Dx G+ DEXA 
1 i=j=1,2,:+,n 
0 #5; jJ =1,2,"— n + 1 i=1,2,-,n 
8y 一 с; j =1,2,-+,n i= п+і 
-p ¿=j=n+1 


则 (9.8-14) 能 化 为 


И t to 
w= Ф t E [to rto] (9.8-14’) 
这 里 оош," Wy» Wet) =COl( uy, suns) 


A 和 分 别 与 A ML 具有 同样 的 性 质 。 
定理 9.8.4 若 下 列 线性 系统 


| 1 > to 
v= g, t E [to 一 to] 
满足 下 列 不 等 式 


|| v Cto pp) lo <K | g; Il Cie™ ito) a > 0 
则 (9.8-14) 式 的 零 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 是 (9.8-14 ) 式 的 零 解 
关于 部 分 变 元 МУ, +1(to, фі) 绝对 稳定 。 
可 以 仿 定理 9.8.3 证 明 , 故 略 。 


第 十 章 “” 随机 微分 方程 与 随机 泛 函 
微分 方程 


本 章 介绍 Ito 型 随机 微分 方程 及 随机 泛 也 微分 方程 (包括 随 
机 微分 差分 方程 ) 所 描述 的 系统 的 各 种 稳定 性 ,假设 读者 熟悉 随机 
微分 方程 的 基本 理论 ,从 而 开门 见面 只 介绍 稳定 性 。$ 1 叙述 不 
带 时 滞 的 随机 微分 方程 的 解 依 概率 稳定 的 几 个 基本 定理 ;$2 7 
绍 此 类 系统 的 解 的 几乎 必然 指数 稳定 性 及 均 方 指数 稳定 性 ; § 3 一 
84 分 别 给 出 随机 中 立 型 微分 方程 的 几乎 必然 指数 稳定 性 和 均 
方 指数 稳定 性 的 最 新 结果 ; §5 介绍 随机 中 立 型 大 系统 的 均 方 指 
数 稳定 的 不 同 于 $4 的 方法 和 结果 ,因为 滞后 型 随机 微分 方程 总 
可 视 为 中 立 型 随机 微分 方程 的 特例 , 故 从 83- $5 中 可 以 推出 相 
应 的 滞后 型 随机 微分 方程 的 相应 的 各 种 稳定 性 , $6 ЛАВЕ 
后 型 泛 函 微分 方程 的 几乎 必然 指数 稳定 性 及 p ИАН ЕЕ, 
$7 给 出 随机 中 立 型 泛 函 微分 方程 的 几乎 必然 指数 稳定 性 和 p 
阶 矩 指数 稳定 性 的 Разумихин 型 定理 , $8 简略 地 列举 对 随机 
神经 网 络 的 应 用 。 


$ 1 ”随机 微分 方程 依 概率 稳定 性 097- 199 


本 节 , 叙 述 随机 微分 方程 的 解 依 概率 稳定 的 儿 个 基本 定理 。 

800,7, P) RRA HARE |F, | ,0 的 完备 概率 空间 , 设 
Wz)=(Wi(t),…, W(t)? (1 之 0), 是 一 个 m 维 的 布朗 
(Brown) 运 动 ,定义 在 此 概率 空间 上 。 

#R.=[0,0), HFELR, ХЕ", В" ] 

СІВ, X R",R"*"] 都 是 Borel 可 测 函 数 。 
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考虑 Ito 型 随机 微分 方程 
dx(t) = f(t,x(2))de + g(z,x(2)) > 
| dW(t) t > t (10.1-1) 
x(to) = xo (10.1-2) 


假设 (10.1-1)U(10.1-2) 式 的 解 是 整体 存在 唯一 的 。 
且 进 而 设 

701,0) =0 g(:,0)= 0 t > to 
` 故 (10.1-1) 式 有 零 解 x (1) =0. 

记 CPIR, x Sa, Re JR E NER. x S, 上 的 非 负 函数 
V(z,x) 全 体 ,而 S,:lxll| х | <»}СЕ",Ж п 维 空间 包含 原点 
的 邻 域 ,V(t,x) 关 于 (z ,x) 分 别 有 连 续 的 一 阶 导数 和 二 阶 导数 。 

Ito 公式 , 现 对 于 (10.1-1) 式 定义 一 个 微分 算 子 


+) + еба) ваб 


UR иус С CLR. x S, R. LENA 
LV, х) =з) Уж), х) 


+ Liracel gT (1,x) УС), (t,x)] (10.1-3) 
、 aV æ {9V AV eV uf ËV м 
这 里 at | (92 Ja) дхдх ` (5292)... g 
PV, Фу 
Ox 192, ILIE . 
: : 应 用 но AKA x (ES, WA 
PV ФУ 
дх„дх\ дх„дх„ nxn 
дуба x)= LV (txt) de + VEEN 9, x(W) 
(10.1-4) 
这 也 说 明 徽 分 算 子 工 定义 的 由 来 。 


下 面 将 看 到 ,用 Ляпунов 直接 法 来 研究 随机 微分 方程 的 稳定 
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性 与 常 微分 方程 稳定 性 有 许多 类 似 之 处 ,只 是 用 LV(t,x(zi)) 来 
代替 常 微分 方程 中 V 肾 数 沿 解 的 导数 V(t ,x(zt)) 。 
定义 10.1.1 #Ук,Є (0,1) Уе >20, Jd = (є, £2, 
to) ,使 得 当 1 xq || <8, 有 
P{ || x(4,t9,x0) || < єз, > to} 221 el (10.1-5) 
则 称 (10.1-1) 式 的 零 解 是 随机 稳定 的 或 是 依 概率 稳定 的 。 
反之 , 便 称 (10.1-1) 式 的 零 解 是 随机 不 稳定 的 。 
定义 10.1.2 若 (10.1-1) 式 的 零 解 随机 稳定 ;又 W7E(0， 
1), Joy =0(7, to) 20, 使 得 当 | Xo | <о0, A 
Pllimx(t, t9,X0) = 01221-9 (10.1-6) 
则 称 (10.1-1) 式 的 零 解 是 随机 渐 近 稳定 的 或 依 概 率 渐 近 稳 定 的 。 
若 上 述 定义 中 o 可 任意 大 , 则 称 (10.1-1) 式 的 零 解 是 随机 全 
局 渐 近 稳定 的 。 
定理 10.1.1 若 存 在 正定 函数 V(t,x)ECl*(R+: x S,, 
R- ) 使 得 
LV(t,x) <0 V(t,x) Є RX 5, (10.1-7) 
则 (10.1-1) 式 的 零 解 是 随机 稳定 的 。 
证 :因为 V(z,x) 正 定 , 故 У(т,0)==0, BFE e€ K 使 得 
e( | xl) S< V(z,x) V(z,x) Є RX S, 
(10.1-8) 
Ve, Є (0,1), є > 0, є < h 
H V(z ,x ) 的 连续 性 及 V(t0,0)=0, 存 在 6=6(el,s2,to)>0 使 
得 
E supV (zox) < plez) (10.1-9) 


易 知 > 
Vx C 53, Miz x(t) = xlt, toxo), 设 t 是 x(1) 从 Se 首次 
超出 的 时 间 , 即 
r = inf|z Z to x(t) Є Sal 
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H Ito ZK, V tty, A 
t 


(У(т A 0) бе A )) = Vitoto) + |” LVG,x(s))ds 


0 


工人 上 
an 2 Vs ж 855 (s,s))dB(s) 


(10.1-10) 
则 (10.1-9) 式 两 边 取 数学 期 望 且 利用 条 件 LV<0 , 便 得 到 
Е(У(т At,x(t A t))) < V(to,x9) (10.1-11) 
注意 到 
(еле) 1 = | x(z)]| == # z<: ,由 (10.1-8) 式 便 
8 
E(V(z A t,x(z A :)))> ЕЦ. V(r,x(z))] 
> ф(є;)Р{т< t| 
于 是 ,由 (10.1-9) 及 (10.1-11) 式 ,就 可 推出 
Plr < zl < є 
S 1 一 co , 便 可 得 P т<о|<е, FË 
Pil x(t)i< е ЖЕН t to 221 є 
定理 10.1.2 ”车 存在 正定 的 具有 无 穷 小 上 界 的 函数 V (z, 
х)Є C2[[t0,%) XS;,R+:], 使 得 LV(i,x) 是 负 定 的 , 则 (10.1- 
1) 式 的 零 解 是 随机 渐 近 稳定 的 。 
证 :定理 10.1.2 的 条 件 蕴涵 定理 10.1.1 的 条 件 , 故 (10.1-1) 
式 的 零 解 是 随机 稳定 的 。 
由 假设 知 V(1 ,0) 志 0, 且 存在 pl ,pz,p3E 开 ,使 得 
e (| x] )< V(:,x)< ф›( [| x ||) 
及 LV(z,x)=<— @s( || x |!) 
Ү(т,х)Є [to + So) x S, (10.1-12) 
УєЄ (0,1) НЕ 10.1.1 知 存在 66=60(e,to)>0 


使 得 Pi |l х(т,гу,хо) || <$iSi-4 (10. 1-13) 
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V хоЄ S, 简 记 X(t)=x(t, to, Xo) 
É «<8< || xo || 是 任意 的 ,选取 0<a<B 充分 小 。 


使 得 noci (10.1-14) 


EUS ra =inf{t >to, || x(t) | Sa! 
和 r,=infl|:2>4, | x(:) | Zh/2] 
H Ito 公式 和 (10.1- 12) 能 推出 对 VY >Н 
0< ЕУ(т„ A T, Л tsx(t2 A z, A t)) 
= V(to,xo) + F|“ L(G,x(s))ds 
< Vito, xo) — pala )E(z, A z, A t - to) 
因此 (2 to Plr, A T, St} SECT, A T, Лг to) 
V (to Xo) 
Фз(а) 
这 就 直接 推出 Pic, Л т. < col =1。 
因此 ,由 (10.1-13) 式 ,有 P lz, <%|<е/4 
故 1= Pir, A z < ©} Pira < ©} + Pir, < ©} 


< 


< Pitra < | ++ 


这 就 推出 Pir, < | 21- + (10.1-15) 
选取 6 充分 大 ,使 
Pit, < 01 221 -5 


M 
Pic, A т AO} > Pin < 0} [Г |z, = оо} 


> Pity <6} -Pl < | 221-28 (10.1-16) 


现 定义 两 个 停 时 
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- 1" #T., < T, A 0 
| ° RE 
H Ta = infit >o I x(2)12> В! 

H ho 公式 能 指出 ,对 V1t 宇 0 有 

EV(re Л t,x(zə At) <E(V(a A t,x(o A t))) 
注意 到 

V(z2A1.x(zəA4))= V(o At,x(c Л) = V(t,x(t)) 
在 оЄ {r,t A01 EA 
ЕСЦ. <т,лө} V(re A t,x(zə Л t))) S ЕЦ. < A8mEV(z,x(z,))] 
利用 (10.1-16) 式 和 事实 | ret} Cia < т„ 人 8 可 进而 得 到 

pi(B)Pitg<t} < g(a) 

这 样 ,连同 (10.1-14) 式 便 可 得 到 


Pist} <£ 


4 
同样 利用 (10.1-16) 式 可 推出 
Pla < œ Н тв = ©} > Pir, < т, Abl- Рітр < о} 21 — e 
但 这 就 意味 着 
Ple :lim sup lxG2)] < Bl S1-e 
因为 8 是 任意 的 , 故 有 
Piw:lim supx(t) = 0| 21-е 

定理 10.1.3 ##frfEB# 3 DLA EMH IE ZE BR 
V(t, x)EC'?[ (to, +) XR", R+], 18 LV (t,x ER ЕП, 
则 (10.1-1) 式 的 零 解 是 随机 全 局 渐 近 稳定 的 。 | 

证 :定理 10.1.3 的 条 件 显然 蕴涵 定理 10.1.1 的 条 件 成 立 , 故 
(10.1-1) 式 的 零 解 是 随机 稳定 的 , 现 只 和 需 证 明 ,对 于 VY xo€ RA 

P(limx(z,to,xo) =0)=1 (10.1-17) 


仍 简 记 x(z) 宇 x(z,i0,xo), Ve € (0,1) ,因为 V(t,x) 是 径 
向 无 界 的 , 故 能 找到 一 个 疡 >| xo| 充 分 大 ,使 得 
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4V(ty,X0) 
Е 


V(t,x) > (10.1-18) 


tt inf ， 
定义 停 时 
T, = inf{t >to lx) | Sal 
用 It 公式 ,能 指出 对 任意 的 ct. A 
EV(z A tyix(t, A t)) < V(to,x) (10.1-19) 


用 (10.1-18) 式 有 | 


EV (т, А t,x(t, A 1)) > 
则 从 (10.1-20) 式 有 


4V , 
V0)p Ca <t) 0101-20) 


Pir; | < Рт 
令 1 о 
Pin <} <+ 
于 是 Р x(O) <А 对 所 有 zt > 121-4 (10.1-21) 


然后 ,我们 用 定理 10.1.2 同样 的 方法 能 给 出 
Pillimx(z) = 0)| 21-е 
由 于 s 的 任意 性 , 故 结论 (10.1-17) 式 成 立 。 
例 1 考虑 一 个 维 的 随机 微分 方程 组 


dx(t) = f(t)x + Уво) хаво) (10.1-22) 
这 里 FO), g (rE n X n йй Borel HT SEE BRM. 
若 存在 一 个 对 称 正 定常 数 矩 阵 Q, «(EE 
ола) + FQ + Y eTA) 
жргз» 一 致 负 定 , 即 Е 
mal QF) +177009 + > >z: 10) Qg)(1))<-A<0 
(10.1-23) 
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一 致 成 立 , 则 (10.1-22) 式 的 零 解 随机 全 局 渐 近 稳定 ,这 里 
АА) ТЖВ A 的 最 大 特征 值 。 

证 : 作 V(tz)=xiQxr, 则 V(tz) 是 正定 的 具有 无 穷 小 上 界 
和 径 向 无 界 的 。 


LV (t,x) = x7(Qfle) + PQ + DT) Qa (D) 


< l x ||: 
放 LV(1,x) 是 负 定 的 ,由 定理 10.1.3 可 知 (10.1-22) 式 的 零 解 是 
随机 全 局 渐 近 稳定 的 。 


52 随机 微分 方程 指数 稳定 性 97] 


本 节 ,考虑 随机 微分 方程 (10.1-1) U(10.1-2) 式 的 零 解 的 几 
平 必然 指数 稳定 性 及 均 方 指数 稳定 性 , 先 介 绍 前 者 。 

定义 10.2.1 称 (10.1-1) 式 的 零 解 几乎 必然 指数 稳定 , 若 
Vx € Е", A 


az lim sup +g | x(2,t9,X9) | < 0 a.s. 


(10.2-1) 
Жр д 称 为 (10.1-1) 式 的 解 的 Ляпунов 指数 。 
因此 ,(10.1-1) 式 的 稳定 是 几乎 必然 指数 稳定 的 , 当 且 仅 当 
A<Q, 
仍 设 (10.1-1)U(10.1-2) 的 解 存在 唯一 , 且 
/(4,0)==0,в(:,0)==0 
引 理 10.2.1 Ухоз50,хЄ КЮ" 
Pix(t,19,x%)) Z 0,t Sto} = 1 (10.2-2) 
BH, ЛЕТА A SEE ЈА ЖЧ BUR o 
HE #5 (10.2-2) RAH, WATER y 20, 使 得 Pl r< со} 
> 0,36 т 是 相应 的 解 首次 达到 零 的 时 间 , 即 
т = infit > to,x(t) = 0| 
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а xG) (е, toxo), HIF P(B)>0 能 找到 一 对 常数 
T> tof O>1 充分 大 ,这 里 
В={т«<Т,Н |х(| <0-1 << | 
但 由 标准 假设 ,存在 一 个 正常 数 Ke ,使 得 
对 所 有 1х1 0 


t < t < T 
有 Пех) У hg,x) Ко fl xl 
S V(z,x)= || x | E, 则 对 于 0< || x | <6 оТ 
LV(t,x)=— |x MXF) +E Ile ll Pl g(x) 1?) 


+3|xl Ñ x’g(t,x) I? 
< daxl fx) + x ll ае, хә) ||? 
< Kyl x | K3 lx [71 = Kel + Ky) V(t, x) 
现在 ,对 VsE(0, || хо |) 定义 停 时 为 | 
re =infle >to || (2) ll € (е,0)! 
H Ito 公式 
Е[е К+, ЛТ) Vir. A T, xlr A T))] = V(xo, ѓо) 
+ ESES ааны (коб + KO) VCs, xls) 
+ LV(s,x(s))]ds < || xo || 7! 
HRK ЄЙӨ,г,<Т, | x(x) ||: = e 


上 不 等 式 蕴涵 
E[e Sot Ky (Tt) elp] <I xp |1 
因此 P(B) < e || xo | leK,(1tK0(T-t0) 


令 e 一 0, 便 得 到 P(B) =0 与 P(B) 的 定义 矛盾 , 引 理 获 证 。 
定理 10.2.1 假设 存在 函数 VE Ct?[[to,+ %)XR”,R1] 
和 常数 p>>0,c1>0,c2€E R,c3 之 0, 使 得 对 一 切 x40 和 上 之 如 有 
1) с | x | SV, x) 
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2) LV(t,x)<c>;V(t, x) 
3) Уыз) (t,x) 


8 ау? (2, х) 
А -2 
则 limsup 2181 x(¢,t0,%0) |<- 93 аз. (10.2-3) 


对 一 切 xE К" 成 立 。 

特别 地 , 若 сз >2c;,， 则 (10.1-1) 式 的 零 解 几乎 必然 指数 稳 
定 。 

证 :对 于 xo =0, (10.2-3 R ARRAL, AW x(t, 0,0) =0 
BEV xp 40, i x(t) = xC, toxo), HFS 10.2.1 对 所 有 >т, 
x(t) 40 几乎 必然 成 立 ,应 用 По 公式 与 条 件 2) 便 有 

IeV(t,x(t)) < IgV(to,xo) + c). (z — to) + M(t) 
9 V(s,x(s)) (s, x(s)) 2 


Ay’ 9 x 
_ A SGG) ds (10.2-4) 
a V(s,x(s))g(s,x(s)) 
šu MO | уру BO) 


是 一 个 具有 始 值 M (to) = 0 KERR, YeE(0,1), 设 л=1,2- 
FUE BORA Sk A 


а V(s,x(s)) | 
g(s, x(s)) | 
el s, Mo al "руй d > К 


< 
n 
应 用 著名 的 Borel ~ Cantelli 引 理 ,可 知 对 几乎 所 有 o C 2, 存 
在 整数 70= P(w), 使 得 若 1> př 
VCC) (s ,х(;)) i 


2 eft | 
M(t) < 1л + 3 |' V2(s,x(s)) 


对 所 有 is: 委 加 +7, 代 此 不 等 式 到 (10.2-4) 式 ,并 应 用 定理 


5 
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10.2.2 条 件 3) HA 


lgV(t,x(1)) < lgV (to, xo) - 51 — є)сз = 20] 


e (t — tọ) + 2 ign 


对 所 有 to 所 tto+ n,n 之 no 几乎 必然 成 立 。 
因此 ,对 几乎 所 有 o € 0,4 ta t n — IS£SKto + n, nno 
t — 


z ia 一 s)c3 一 2¢7] 


ву (е (0) <- 


lgV (to, xo) + 2 ign 


i0 十 1 一 上 
这 就 推出 
limsup ÑTlgV(z,x(2)) < ча — є)сз — 2с›] a.s. 
最 后 ,用 条 件 1) 便 能 得 到 
(1 — €)c3 – 2с2 
2p 
由 于 e>0 的 任意 性 , 故 (10.2-3) 式 成 立 。 
推论 10.2.1 假设 存在 函数 V(t, x) ECH [Ito + oo) x 
R. R, MEX p,a, à, 使 得 对 所 有 x 天 0,z 之 如 ,有 
a| x° < V(t,x) 


limsup Hg || x(2) | < 


B LV(:,x)<- AV( t,x) 
则 lim Lig | x(t, toxo | <- 4 a.s. 


对 所 有 的 x € R” 成 立 , 即 (10.1-1) 的 零 解 是 几乎 必然 指数 稳定 
的 。 

推论 可 从 定理 10.2.2 中 取 C1 = G@,C2— 一 人 和 和 c3=0 而 直接 
得 出 。 

例 1 考虑 二 维 随机 方程 组 


473 
dx (z£)= х›()4! 
dx,(#)=(-2x((t)— х(2))4 + (x2(t) +1 (¢))dB(2) 
(10.2-5) 
的 零 解 的 几乎 必然 指数 稳定 性 。 
{Е Ляпунов 函数 


V(t,x) = 2x7 + xix, + x3 


则 


V(t,x) 之 2x1 -ix -iz + B> Ol +x) = + || x ||? 


=-(1+ 3) — 2x} — xix, 


根据 推论 10.2.1 有 
1 
2 _ 
2 = 4 a.s. 
故 (10.2-5) 式 的 零 解 是 几乎 必然 指数 稳定 的 。 

现 介绍 随机 微分 方程 均 方 指数 稳定 性 。 . 

仍 考虑 (10.1-1)U (10.1-2), 它 们 满足 本 章 Š 1 所 给 出 的 基 
本 假设 ,本 节 将 介绍 (10.1-1) 式 的 零 解 的 均 方 指数 稳定 性 。 

EX 10.2.2 称 (10.1-1) 式 的 零 解 是 均 方 指数 稳定 的 , 若 存 
EEX% a 和 c 使 得 (10.1-1)U(10.1-2) 的 解 满足 

Е(1 x(t, fo, Xo) Dc || Xo | 2e Mento) V x € К" 

| (10.2-6) 


limsup +g l xC, toxo) | <- 


从 (10.2-6) 式 立即 可 得 
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lim sup--lg(E || x(z,t0,x0) |2)<0 (10.2-7) 
HEHE 10.2.2 若 存在 函数 V(t,x)E C12[[zo, +оо) x R", 
R IRB cl >0,cz>0,cs>0, 使 得 
с х 12 Vax) S со х |? 
All LV(t,x) S- cs ll x ||? (10.2-8) 
成 立 。 


WA Е(| x(t, toxo) D< | Xo [| 267 9302—40) 1240 


(10.2-9) 
V xoE R" 
即 (10.1-1) 式 的 零 解 是 均 方 指数 稳定 的 。 
WE: V xo €C К" Ні x(t) (г, toxo), MET n2>| xo lM 
фу. | | 
T, = inf{t >to: | x(t) | Sal ; 
显然 , 当 n>, Т, оо, JU MR BE, Но 公式 ,能 推出 
对 1210,6 | | 
E[n Vit A z, x(t A r,))] = V(ro,xo) 


+ E|” ek ce Vs, xls) + LV(s,x(s))]ds 


利用 条 件 , 便 可 得 到 
сезе А WE || x(t Az) I? 
L Elen i V(x(t A ta), (£ A т„))] 
=< V(to, x9) < c> || xo bl? 
4 1 一 co 便 得 到 
cyes E | x(z) |2 < c, | хо ll? 
这 就 推出 结论 (10.2-9) 式 。 
推论 10.2.2 假设 存在 一 个 对 称 正定 的 x Xn RQ RIE 
常数 c1, 使 得 对 于 任意 的 (1,x)E[(to+ оо) х К], 
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хто (t,x) + 去 trace[ g(t, x)Qg(t,x)] <— ci x1Qx 


соловата, 
证 : 作 Ляпунов 函数 
| V(t,x) = х!Ох 
È Amn Q), Àm Q) 5d BN BEART Е Q 的 最 小 最 大 特征 
值 ,易于 验证 | 


LV(t,x) = (x'Qf(t,x)) + F trace g(r ,x) Qg(t,x)] 


<- cixTQx <— ci V(t, x) | 
Aa (Q) || NES У(,х) S< А„„(О)4 || x ||? 
故 定 理 10.2.3 的 条 件 满足 ,从 而 推论 的 结论 成 立 。 


§3 中立 型 随机 微分 差分 方程 的 
几乎 必然 指数 稳定 性 [192.193] 


本 节 , 考 虑 以 下 半 线 性 中 立 型 微分 差分 方程 组 . 
d[ x(t) — Cxr(t—7r)]=[Ax(t)+ Bx(t— т) Ја 
| +olt,x(t)x(t— т) ]dw(t) 1220 (10.3-1) 
x(t) =&(t) — r<t=<0 | 
这 里 A、B、C E n x n ЖЖЖ оС C[R., x В" XR’, 
R"x"] , 且 с 满足 局 部 Lipschitz 条件 和 线性 增长 条 件 。 
设 W(:)=(W,(r),- , М, (г) EZRA BANER F |> 
(Вр Z =0(0(5):0<5<2)) 的 完备 概率 空间 (0Q,9,P) 上 的 n 维 


Brown 运动 。 


以 AT 表示 A 的 转 置 , | . || 表示 欧 氏 范 数 , 即 | x | = хт, 
xC Rz, || All Ba A 的 算 子 范 数 , 即 : | A | =sup{|Ax|:x=1|。 
B c>0, 以 é ( [ — r,0]: R") 表 示 所 有 连续 有 界 R 值 随机 过 程 
&(s)( 一 + 过 ;<<0) 的 全 体 ,其 中 &(s) 对 每 个 ;是 元 可 测 的 。 

称 一 个 适应 过 程 x(t), с Со (#%=%,-т<г< 
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0)Ж(10.3-1)з% 10%, WOR CY E ARE IE 220 满足 下 列 
积分 表达 式 


x(t) = Cx(z 2) = €(0) ~ CEC т) + | [hr 


+ Bx(s — r) ]ds + абв в) xls —r))dw(s) (10.3-2) 


易 证 :(10.3-1) 式 有 唯一 解 , 先 限制 Є [0, т], 这 时 (10.3-2) 式 
ARCA 


x(t) = 20) + CEU е) = EC 0) + [T AzG) 


+ B&(s — r) ]ds + J ols,x(s),€s —+r))de (s) (10.3-3) 


可 以 仿 本 章 $2 给 出 (10.3-1) 式 零 解 几 乎 必然 指数 稳定 性 的 
定义 。 

由 随机 微分 方程 理论 可 知 (10.3-3) 式 在 [0， rj 内 有 了 唯一 解 ， 
类 似 地 可 知 (10.3-2) 式 在 [rz,2zr],52r,3r],… 有 了 瞧 一 解 , 故 在 上 
=0 上 有 唯一 解 ,以 x(z,#) 表 示 其 唯一 解 , 且 易 知 解 连续 ,平方 可 


H 


Ë olt ,0,0)=0, B(10.3- 1) AE x (+ ,0)==0 。 

下 面 先 证 明 两 条 引 理 ,对 于 研究 中 立 型 随机 微分 方程 的 几乎 
必然 指数 稳定 性 是 很 有 用 的 ,以 as. 简 记 为 几乎 必然 成 立 。 

引 理 10.3.1 设 M(z)(:Z20) 是 具有 M(0)=0 a.s. 的 局 
BRAK WW x(t), 220 BAER A GME, ee 


Ех(0) < © 
ж x(t) < х(0) + M(t) 1220 as. (10.3-4) 
则 
limsupx (1) < со а.5. (10.3-5) 


证 :定义 у()=х(0)+ M(t),z220, Ж) y(z) 是 非 负 扫 ,因此 
是 一 个 非 负 特殊 半 鞍 ,用 Lipster 和 Shiryayer 定理 [2 中 知 有 
limy(z) 儿 乎 必然 存在 且 是 有 限 的 , 故 (10.3-5) 式 成 立 。 

引 理 10.3.2 设 GE[R",R"] 是 一 个 Borel 可 测 函 数 ,使 得 


477 


КЄ (0,1). 
Сх) | «Ах х Є В" (10.3-6) 
$ q(t)( 一 tt<%), 是 一 个 Borel 可 测 R 值 函数 , 设 
a>0,K>08 ` 


e” | ф(@)-С(ф(т—-т))|?< К Xt— t >0,4(10.3-7) 
lim sup Lig Il (1 <- ahs (10.3-8) 
这 里 B =- 216 >0 
ИЕ: 设 66(k,1) 是 任意 的 ,注意 到 
l p(t) — G(e(z — т)) 1? 
= ||e(z)|2- 2] ф(#) 1 [| Gle- r) + | G(g(t — т)) 1? 
> lle) 12-6 | ee) I? - 61 || G(e(: ~ т)) 12 + || Gige ~ е) |? 
= (1-4) Il g(t) 112 - C6! - 1) 1 eu- z) I? 
FRA 


I oft) P< ¥ | p(t) -Gg D) 12+ | gt- 1) ||2 (10.39) 
< ~ p= тее) 
HVe€(0,aAB8) ,从 (10.3-9) 和 (10.3-7) 可 推出 ,对 任意 人 


>0 有 
sup Ге“ | e) 12] 


K k? А 
1-8 + og sup, [es lga- т) 12] 


Si 


<E sp Holt) 2 + sup [et lol) 121) 
1-0 0 SUR ? 00Р, Pir 
AH ke" <1 ‚жа 

ef! 2 k he 
ap Le Il ф(@)121< (745 + 


fi -EEN (10.3-10) 


sup Il g(2) |? 


0 


一 < 


Ay ”T>0 是 任意 的 ,从 而 有 
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_ 1 
lim sup + log | p(t) | <- > 


最 后 , 令 еа A [%,0-—>1 便 得 结论 (10.3-8) 式 。 
定理 10.3.1 假设 存在 一 个 对 称 负 定 的 nxn 和 矩阵 DD, 使 得 
ЖЕЕ 
_ [A+ var +D В - АТС 
7 -CA ~D- CB- BTC 
负 定 ,以 一 зо: Н ШУМ, 8 || Cll <4, 且 存在 KE 10, 
л), 使 得 
trace[ oT (1,x,y)o(t,x,y)) Spl xl? + ly ll? 


VGr,x,y) € R,x R" x R" (10.3-11) 
则 对 Veeg (1 т,0], R”), A 
lim sup + Lig ERES -A£ (10.3-12) 


这 里 a C(0,1- ere 
2a + ae™(2||C 12 +210112) = Aà- g (10.3-13) 
| 的 唯一 根 。 | | 
E B=- 2601С1) >0 
换言之 (10.3-1) 式 的 零 解 是 几乎 必然 指数 稳定 的 。 
证 : 固定 任意 始 值 £ 简 记 x(z) 2 (6, 6) ,构造 Ляпунов BB 
数 
ve) = Well? +f G з) рае + s)ds 
(€,1) € Е" x (0, оо) (10.3-14) 
对 V(x(2) -Cl — г), 1) Н Iw 公式 ,首先 用 假设 条 件 , 便 有 
dV(x(t) — Cx(t — r),i) 
= (x(t) — Cx(t — r))T 
х [Ax(t) + Bx(t ~ т) ]d¢ + o(t, x(t), x(t — r))deo( #) 
+ traceloT (t, x(t), x(t —1))o(t,x(2), x(t — rt)))dr 
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+ (xT (t)}Dx(t} -x(t — r)Dx(t 一 t))de 


T T/, x(t) 
<M DA Na 


+ (их) 12 +a xCe— z) |?)& 
+ 2(x(t) – Cx(t — т)) "a(t, x(t), x(t ~ r))de (t) 
= (А-и) Il x(t) ?dz + 2(x(z) 
— Cx(t — r))1, a(t, x(t) x(t — r))dw(t) (10.3-15) 
W аЄ(0,А – 2) FE(10.3- 13) KEA, EAA Ito 公式 就 

能 推 得 
d(e*V (x(2) = Cx(t — ғ), 0) 
= ae#V(x(t)—- Cx(t—r),t)dt +e“dV(x(t) – Cx(t£—z),t) 


<ве"@ ll xe) (7421 chr Nr pl hx 


+s) 1 245) а + e%(- (A— p) || xC) ||?4# + 20502) 
— Cx(t —z))T хо(ї,х(),х(т — rt)) dw(z)) 

= е(- (А – и = 2а) | xC) l? + 2a CH? xG ~ r) 1 
tall DI?) Wate + s) I 2ds)ae 


+ 2e“ (x(t) — Cx(# ~ 7))o(t, x(t), x(t — 7) ) dwt) 
| (10.3-16) 
从 0 到 ›>0 对 上 式 两 边 进行 积分 , 便 能 得 到 
е EV(x(v) — Сх(о—т),о) 


Ker + Mv) + | el (A — p- 2а) | x(t) 2 + 2а | Cl? 
гае -DN +a О Wæ +s) 12414. (10.3-17) 
这 里 | 
£ = VCE) — C&(- т),0) <2 00) 1? +21 CHP Ee r) 1? 
+ EDI) Wes) Ids 
А | 
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MC) = 2| x(t) = CeCe ~ r) ar, x(2),xG — 2) )dw(2) 
它 是 一 个 连续 款 RA 
fe {х(т— z) Паг < cz + | em Се) 1292 
(10.3-18) 
0 
这 里 ТОЕ 


ne 1zG + o Masae = Ге 120) Раа 
=f (eu) bec 
| ено x(s) ds 


< тў + rot [ee | x(s) | ?ds 
(10.3-19) 
代 (10.3-18)、(10.3-19) 式 到 (10.3-17) 式 中 去 应 用 (10.3- 
13) 式 便 有 
e’V(x(v) ~ Cx(v ~r) о) < & + ak,(2 || C || 2 
+ rl Dil?) + М(о) (10.3-20) 
GR C +a t, | C 12+т DI EER A 可 测 随 机 变量 , 因 
A 6c%([-—-r,0],R"), 
应 用 引 理 10.3.1 到 (10.3-20) 式 可 知 , 存 在 一 个 有 限 的 随机 
变量 =, ,使 得 
em|‖x(o) – Сх(о-т)|°< е” У(х(о) – Clu- т), о) 
< ü 对 所 有 的 之 0 成 立 (10.3-21) 
这 样 , 同 引 理 10.3.2 蕴涵 结论 (10.3-12) 式 成 立 。 
ША О = 0, WE: 
推论 10.3.1 {БИЧЕ RE 
H- А + АТ! B- A!C 
BT- СТА -CB- BIC 
负 定 , -4 ЖН 的 最 大 特征 值 , 设 上 CH <1, Biz yxE[50,4) 使 得 
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trace[oT(t,x,y)o(t, ,x,y < z || xl + ll yl? 
V(z,x,y) € RIX R" x К" 
则 (10.3-1) 式 的 零 解 几乎 必然 指数 稳定 。 
推论 10.3.2 ШО БЕ A+ AT ХЕ, - 7 表示 A+A7 的 
最 大 特征 值 , 且 设 Cl<1 


且 3 > СВ + 18 - АТС] 
& a= 2 - Сві - |В-АТС| 

进而 设 存在 (0,2) ,使 得 

ітасе[07(2,х,у)о(г,х,у)1 Kgl xl? +a lyi? 
(t,x,y) € R,x R" x К" (10.3-22) 

则 (10.3-1) 的 零 解 是 几乎 必然 指数 稳定 的 ,同时 , 解 的 最 高 的 
Ляпунов 指数 不 超过 一 (a Л 0)2, 8 a€ (0,4 -Æ FIA 
程 的 唯一 解 


| 2 
2a + ае“{2|С|?+т|5+1СВ1| {= А-и 
2 


В 为 定理 10.3.1 中 所 定义 。 
HE: 4 D=61, 3X8 [I En X n 单位 矩阵 。 有 


0= 2 + | CTB || 


WER H 与 定理 10.3.1 中 同样 定义 ,要 求 五 是 负 定 的 , 且 
它 的 最 大 特征 值 不 超过 -- A.R EV (x,y)€ R", 有 
GayDB = xI(A +AT)x +0 | x I? 
y | 
+2х7(В – АТС)у = 0 1 y I? — 2y!CTBy 
<- (9-0) 1х 12+218- АТС ixl iyl 
- (6-21 CB ||) l| у]? 
<-(y-6- 1В- АТС) 1х 12 (0-21 CB] 
-~B-A™CH) У? == (H 12+ ПУ) 
故 结论 成 立 。 
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推论 10.3.3 BEH 10.3.1 PRT Ж{#(10.3-11) ARS 

以 
tracel o (t,x, y)o(t,x,y)]<py ix ll? + polly ll? 
对 所 有 的 (zx,y) € R,X R" x К". 
其 他 条 件 不 变 , 这 里  € (0,4), Є (À 20 845 
ba + р < 2А 

则 (10.3-1) 式 的 零 解 几乎 必然 指数 稳定 。 

此 外 ,(10.3-1) 式 的 解 的 Ляпунов 指数 估计 为 


limsup + lel xG, | <- SHE (10.3-23) 


这 里 g 如 同 定理 10.3.1 中 所 定义 的 ,a€ (0,24 — wy 一 2) 是 方程 
式 | 
2а+е“(и;—А+2е | С{?+ат |р 12) =a- py 
_ (10.3-24) 
的 解 。 
证 : 仍 用 定理 10.3.1 的 证 明 中 一 些 记号 ,用 По 公式 ,能 指出 
对 任何 V2>0,# 
e®EV (x(t) — Cx(v - 7), v) 
< ü + М(о) +f" e|- (A= p- 2a) 1 x(t)? 
+ Gy A +29 ll CID l xG — r) 1? 
жао? Габе sh?ds]de  G0.3-25) 
这 里 £, A M (wv) 如 同 定理 10.3.1 的 证 明 中 所 定义 的 。 代 替 
(10.3-18) 和 (10.3-19) 式 到 (10.3-25) 式 中 ,应 用 (10.3-24) 式 便 
能 得 到 
e@EV(x(u) – Cr(v — т), 0) < & + Mv) 
这 里 & 是 一 个 有 界 A 可 测 随 机 变量 ,余下 的 证 明 如 同 定理 
10.3.1 一 样 证 明 。 
推论 10.3.4 ”假设 对 称 矩 阵 А + AT 是 负 定 的 ,以 — тт 
А + АТ 的 最 大 特征 值 ， Wë 1с1<1ж 
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3 > CBI + | B-atcl 


令 A= - СВ = B-A] 

进而 设 存在 一 对 常数 AiE (0 A) ко Є(А,2А), 使 得 
pi t g < 2a 

H 


tracel 27 (#,‚х,у)о(т,х,у)]< иу |x ll? + аә lly ll? 
V(t,x,y) € R,x R" x R" 
则 (10.3-1) 式 的 平凡 解 几乎 必然 指数 稳定 。 
其 证 明 方 法 如 同 推论 10.3.2。 
例 1 考虑 一 个 一 维 半 线 性 中 立 型 随机 微分 方程 
d[x(z)—cax(t-—z)]=[-—ax(t)+ bx(t—-zr)]dg£+o(t.x(t), 
x(t-7))dw(t) 1-20 (10.3-26) 
RE abe 是 常数 ,a€ CIR, XRXR,R" |, 26 Jr Ня 
在 化 学 工程 中 。 
设 |c|<1I а>|ф|+|Ь+ас| 
进而 假设 存在 常数 ww<a — l cb] — |b + ас |1818 
lo(t,a,y) P<plaltla-l ob l-letactlly? 
V(:,z,y) € R.x RXR (10.3-27) 
根据 上 面 的 推论 ,可 知 (10.3-26) 式 的 零 解 几乎 必然 指数 稳 
定 , 进 而 最 高 Ляпунов 指数 不 超过 - (wcAB) 人 2。 这 里 
a€&(0,a—|cb|-|b+ac|-p) FUE 
2a tae”[2c?+rla+ |c} ]=a-icb|-lb+acl- y 
(10.3-28) 
B= —2т lglcl| 的 唯一 解 。 
例如 4 a=3 b=2 c=-0. r=0.01 g=0.5, 则 方程 
(10.3-28) 变 为 


2a + 0.6бас?- 01“ = 1 
它 的 解 是 
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а = 0.37558 В =—2001g0.5 > а 
Ляпунов 最 高 指数 不 超过 -- 0.18779. 
例 2 考虑 一 个 2 维 随机 中 立 型 微分 方程 
d[x(z)— Cx(t — z)] = [Ax(t) + Bx(t — r)]dz 


+в(,х(),х(:— т))йш() (10.3-29) 
一 3 1 -1 -1 
ix = = 
这 里 A (| 21) B Р > | 
c- 2 03) 
0.1 -0.2 


o € C[R,x R? х R?, R?” ] 是 局 部 Lipschitz 连续 的 , 且 
trace[ oT (t,x, y)o(t,x,y)]<0.3 1 x 12+ || y ll? 
对 一 切 (1,x,y)ER, x R? X R? 成立 。 


| 3 0 
选取 ШЫ, s 
则 对 称 和 矩阵 H AER 
-3.0 0 -0.3 -2.1 
0 -3.0 1.2 1.5 
Н = 


-0.3 1.2 -2.8 -0.1 
-2.1 1.5 -0.1 -4.8 
易 验证 H 是 负 定 矩阵 , 它 的 最 大 特征 值 是 -0.84888, 不 难 算 出 
|| C || =0.423607。 
因此 ,根据 定理 10.3.1 可 知 方程 (10.3-29) 的 零 解 是 几乎 必 
然 指 数 稳定 的 ,其 最 高 Ляпунов 指数 不 超过 一 (a 人 AB) 人 2, 这 里 和 
€ (0,0.39776) 是 
2a +e (0.1511 +0.358886a + 25аг) = 0.54888 (10.3-30) 
的 根 。 
A B=1.1717998/= ,例如 取 ==0.01,， 则 方程 (10.3-30) 便 
2a + eo0le(0.1$111 + 0.608886a) = 0.54888 (10.3-31) 
它 有 解 
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a = 0.15232 < 8 = 171.7998 
故 其 最 高 Ляпунов 指数 不 超过 - 0.07616. 
下 面 将 上 面 的 关于 半 线 性 随机 中 立 型 的 结果 推广 到 非 线性 中 
立 型 微分 方程 组 。 
考虑 n 维系 统 
4х0) -G(x(#—r))]=f(t,x(t),x(t—r))dz 
| +o(t,x(t),x(t —r))daeo (t) 1220 
x(t)=&(t) = r<z#<0 
(10 .3-32) 
这 里 w(t), olt, х,у) 与 前 面 的 假设 一 样 。 
ЄВ. X R” х R", R") ÆR Lipschitz 连续 的 ,满足 线性 
增长 条 件 。 | 
GE сік", К" й 
IGix) <£ xl VrER" (10.3-33) 
在 这 些 假设 下 ,(10.3-32) 有 唯一 解 , 记 为 x(t,&)。 同 时 还 设 
f(:,0,0) = 0 o(t,0,0) = 0 
故 (10.3-32) 有 零 解 x(t,0)=0 
定理 10.3.2 设 (10.3-33) 式 成 立 ,kE(0,1), 且 存在 一 个 对 
称 负 定 的 n x n 矩阵 D 和 两 个 常数 Mi >>0,42E[0,41) ,使 得 
2(x 一 Gyf, x,y) + x'Dx 一 уру + тасе[07 (г, х,у) 
o(t,x,y)]<-Aa lx ll? + azli yll? 
V(t,x,y) € Rx Е" x В" (10.3-34) 
则 (10.3-32) 式 的 零 解 几乎 必然 指数 稳定 , 且 最 高 Ляпунов 指数 
有 估计 式 


lim sup lg | x(2,€) | <- «ЛВ (10.3-35) 


这 里 a€ (0,41 - 2А) 是 方程 
2a + ае (А +20? + ат 1р 1?) =a, .(10.3-36) 
唯一 解 。 且 
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p=-2lge>0 
此 定理 的 证 明 可 用 定理 10.3.1 的 同样 的 方法 证 明 , 故 略 。 
定理 10.3.3 设 (10.3-33) 式 成 立 , 且 &E(0,1), 并 设 存在 
一 个 对 称 正定 的 nx n FERED 和 两 个 常数 11Z0 及 4;>41, 使 得 
2(x— G(y))!T/(:,x,y) + x Dr — y!Dy + 
ітасе[ 07 (2,х,у)о(2,х,у)) <A, ll x ll 2- àz ll yll? 
Y(t,x,y) € R,x R" x R” (10.3-37) 
1 À E: D 的 最 小 特征 值 , 若 A <) , 则 (10.3-32) 式 的 零 解 是 
几乎 指数 稳定 的 ,其 Ляпунов 指数 有 估计 式 


limsup Hg ll (2,6) | <- “E (10.3-38) 


这 里 8 如 定理 10.3.1 所 定义 的 ,a € (0,4) 是 下 列 方程 
A, +2a + ат || р | е" = А A (Az ~ 2ak? je” 
(10.3-39) 
的 最 大 解 。 
证 :因为 4\<A 人 ,方程 (10.3-39) 至 少 有 一 个 解 ,但 至 多 
有 有 限 多 个 解 在 (0,4 ) 之 中 , 故 最 大 解 是 唯一 存在 的 。 固 定 始 值 
£, 
x(t) = x(t, 8) 
É V(&,z) 是 如 同 定理 10.3.1 中 (10.3-14) 式 所 定义 。 
再 用 [to 公式 和 条 件 (10.3-37) 便 能 指出 VYv>0, 有 
е%У(х(о0) – G(x(v — т)), v) < 65 + M(v) 


+ ео + 2a) Il xG) | Оз - 2а) 


shaa- ehta DIA] Сея) 1245] 


(10.3-40) 
这 里 2, 和 &6 是 有 界 ИВЕ, H M(w) 是 具有 M(0) =0 
Лор эу. ЖЕБЕЙ ,注意 
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у (v~r) VO 
КАКОЕ УКА" 


(10.3-41) 
代 (10.3-19) 到 (10.3-40) 式 中 且 应 用 (10.3-39) 便 有 
eeV(x(%) — G(x(v ~ r)),v) 


< fot M(o) + ТА +20 + ar DWE] er о) Pde 
зж 
e” x(v) - G(x(e т) |2 дее" xG) 180 


< 66+ M(v) + [Ài + 20 + от || D |! eef | xz) Пах 


由 (10.3-39) 式 , 便 能 推出 
е | x(v) — G(x(v — т)) |? < 6+ Моо) 对 所 有 о 22 0 Ro 
PUM 5 BE 10.3.1 和 引 理 10.3.2 推 知 结论 成 立 。 
例 3 考虑 一 个 ,n 维 非 线性 中 立 型 随机 微分 方程 
d[x(z)—G(x(z#—r))]=[fíi(x(:))+fo(x(z—r))]dt 
+o(t,x(t),x(t—r))du(t) (10.3-42) 
这 里 G 和 oa(z,x,y) 是 如 前 面 所 定义 。 
fis foe CLR",R"] 是 局 部 Lipschitz 连续 函数 。 
假设 存在 正 数 y. A126) ,使 得 
xTfi(x) S- у х[? - GUYA) S- 72 | y Il? 
I ACGx)1 < y l| x | LAOI <yrally ll 
trace[o (t,x, y)o(t,x,y) | < У; | x! 2 十 76 | y || 2 
对 所 有 t20, % х,уЄ R" 成 立 。 计 算 
(x = GODT) + foly)) + tracel oT (t,x, y)o(t,x,9)] 
<- 2y; | x I? 27 y 12 + 2y; |x | Ú yl 
+2y |x ll Eyl + ys lx 12 + relly ll? 
<- (271 — уд — Ya — Y5) || x | 2 + (— 272 
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+ Ëys + у, + Yo) || y |° 
因此 ,由 定理 10.3.3,4 D=0,F 
2¥1 — kys— Ya — Ys > 0 
2y + 272 > 2kY3 + 274 + Ys + 76 
则 方程 (10.3-42) 的 零 解 是 几乎 必然 指数 稳定 的 。 


$ 4 ”中立 型 随机 微分 差分 方程 的 均 方 指数 稳定 性 55 
本 节 仍 考虑 随机 中 立 型 微分 差分 方程 ,(10.3-1) 式 全 部 沿用 


本 章 $3 中 的 一 切记 号 ,但 考虑 其 系统 (10.3-1) 的 零 解 的 均 方 指 
数 稳定 性 ,(10.3-1) 式 的 零 解 的 均 方 指数 稳定 性 的 定义 可 以 仿 本 


章 $2 进行 。 
引 理 10.4.1 i GEC([R", R" 1 Borel 可 测 函 数 ,使 得 对 
某 &E(0,1) ,有 


| G(x) <l xl Vx Є В" (10.4-1) 
设 xr- +< t< co) п 维 均 方 可 积 随机 过 程 ,使 得 
El x(z) - G(x(t-17)) 1?<Ke* 22:0 


(10.4-2) 
这 里 +, K 是 两 个 正 数 
则 lim sup Tle(E | x(t) 12) < (а АВ) (10.4-3) 
这 里 B =- Llgk>0 
证 明 :因为 


J| x(z) — С(х( — 7)) ||? 

> lx 2-2] x(t) Gx -z))] + | G(xG с) 1? 
> (е) 12 k | xG)]2- g] GGG — r))||2+ | G(x(: с) | 
>( -k)| x(G) 12 601 А) x(t- z) I? 

从 (10.4-2) 式 推 得 


El x(2) 1 


e + РЕ | x(z£-— т) 1? 
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对 所 有 的 2220 成 立 。 (10.4-4) 
设 k=0,1,2,… 
P= бир ‚ЕЁ | x(z) |? 
从 (10.4-4) 可 得 
pag ze kpa 对 所 有 的 >1 成 立 。 (10.4-5) 
固定 自然 数 k 21 ,使 得 
K 
w 
В y=aAB,ithk=e е", 
则 从 (10.4-5) 式 可 得 
oA e “ge_1 对 一 切 k > koo 
(10.4-6) 


alky -Dr <] 


由 归纳 法 可 证 
Le < (k _ kode 70%) + ee ey 
nA 
lim sup Hep <- 2y 
H gx 的 定义 ,直接 可 得 
lim sup ЕСЕ || xC) | 2) <- 27 
定理 10.4.1 假设 存在 一 个 对 称 半 正定 矩阵 DA KE 
阵 a 
_ A+AT+D B- ATC 
ВТ СТА -D -CB -BC 
fit, HS -1 表示 H 的 最 大 特征 值 , | C | <1. 
可 设 存在 СТО, А), В 
tracelo (t,x, yo(t.x,y) <p ll x l?ta lly ||? (10.4-7) 
MTA (t,x, y) ER, x RX R" 成 立 。 
则 (10.4-1) 式 的 零 解 是 均 方 指数 稳定 的 ,最 高 二 阶 矩 Ляпунов 指 
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数 有 估计 式 


lim sup 8 (Е | x(z; 8) |2) <- (а A 8) (10.4-8) 
这 里 a€ (0,A~p) RHE 


2a+aee#(2]| CH?+rl DN)=a4—p 
к, В. 


p=- Lig( lcl)>0 


证 :固定 任意 的 始 值 &, 简 记 x (2) Sx (1,&), 构 造 Ляпунов 
函数 


V(x,t) = |x"? P x(t + s)Dx(t + s)ds 


V(x,z) € R” x [0,°o) (10.4-10) 


应 用 Ito 公式 到 V(x(;) – Сх(ғ- r), t), 且 应 用 假设 条 件 ,能 推 
由 | 


dV (x(t) — Cx(z — т), 2) 


= 2(x(t) – Сх(т-т)) ([Ах(:) + Bx(t — r)]dt 
+ в(ї,х(ї),х(ї — r))dw(t)) + trace(oT (t, x(t), 
x(t —r))o(z,x(t),x(£— c)))dt 
+ (x'(t)Dx(t) — x(t — r)Dx(t ~ r))dt 
< (xT(z),xT(t-— r))H(xT(z),xT(z— т)) Td 
+ (pil x(z)]|2 + 2] x(z£— r) l]*)de 
+2(x(t) — Сх(:—т))!е(т,х(),х(т — r))de (z) 
<S- (А-н) ПС) ld + 2(x(z) — Crt т)" 
-olt,x(t), x(t- r))dzo (z) (10.4-11) 


设 a€E(0,4 一 上) 是 方程 (10.4-9) 式 的 解 ,再 次 用 Ito 公式 便 
А | 


d(ezV(x(t) – Cx(t ~ r),t)) 


ae#V(x(t) — Cx(t — z) t)dt + e“dV( x(t) — Ce(t — z), t) 


< ае“ (2 1 x(2)12+28[C21 xG е) 1? + l DI 


(10.4-9) 
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+f Mæ +012404 +e (~ a = p) х() Was 


+ 2(x(t) ~ Cx(t — т))!а(т,х(ї),х(ї — rc) dwt) 
= e”(— (А – и - 2а) Il x(t) 2 + 2а | CAN x- 7) 12 


tal DU] Mæ + s) ld)d + ех) 


— Cx(t = т)) (ғ, x(t), x(t — r)) dwt) (10.4-12) 
对 (10.4-12) 式 两 边 从 0 到 >20 积分 , 且 下 数学 期 望 , 便 有 
evEV(x(v) — Cx(v — т), о) Sey 


+ es(- Q = u — 2a)E |[x(2) |2 + 20 | CPE (е = r) l? 


+e| DI 2)" E| xG + s) ||?ds) de (10.4-13) 
这 里 
cı = 2E |00) 12 +211 Cl? 1 Е е) P+ 1р | fE Il (s) 28 


但 是 [eE xG - т) Пао < cz + | eM | о) 12 
| 
(10.4-14) 
0 
ЖШ cp =e] Ell es) 125 


进而 有 fief’ Е || x(t + s) 12050: = Fef E || x(s) || *dsdz 
0 -T Q t-r 
(аво Рав <” ео) Ра 


5V0 
< тс 十 ref erE | x(s) || 2ds (10.4-15) 
代 (10.4-14)、(10.4-15) 式 到 (10.4-13) 式 去 , 便 有 


e@EV(x(u)— Cx(v -rt),v) 
<c3+ (—(A- ye 2а) + ае(2 1 Cl? +7 | D1?) 


0 
. | е®Е || x(s) |2ds < сз (10.4-16) 
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这 里 c3=cl+ac(21C2+zlDI2 (10.4-17) 
因此 Elx(v)-Cxe(v-7)?<c3e"” 对 一 切 0220 成 立 。 
最 后 ,结论 (10.4-8) 式 从 引 理 10.4.1 可 得 。 

车 在 定理 10.4.2 取 DD=0, 便 可 得 到 推论 10.4.3。 

推论 10.4.1 ORR 
g- É + AT В – АТС 

T- CTA -C'B- BIC 
是 负 定 的 ,以 -和 表示 WARE, BE || Cl <1, 又 设 存在 
иЄ 10,4) ,使 得 
tracef е (t,x, ylo(t,x,y)]<pllxll?t+alyll? 
V(t,x,y) © R,x R" x К" 

则 (10.3-1) 式 的 平凡 解 是 均 方程 数 稳定 的 。 

1 10.4.2 ВЕЕ A + AT 负 定 , 且 以 -7 表示 4A+A: 


的 最 大 特征 值 ,又 设 1Cl<1， 也 >1CB1+IB-AIC1 
$ X= 有 -CBI -B-A 
进而 假设 存在 x E150,4), 使 得 


trace[ oT (t,x, у)о(2,х,у)1 «а 2 +à yl 
Ү(:, х,у) Є R,x R” x R" (10.4-18) 


册 (10.3-1) 式 的 零 解 是 均 方 指数 稳定 的 ,进而 其 解 的 最 高 二 阶 甜 
Ляпунов 指数 不 超过 一 (a AB) ,这 里 a € (0,4 一 p) 是 方程 
2atae" (21 C1?+e[ 有 + ств ] )=a-e 
(10.4-19) 
的 解 ,8 如 定理 10.4.1 所 定义 。 
证 : 令 品 =6[， 了 为 n Xn If EBE 
0 = 4 + || C™B || 
4-96 H 如 定理 10.4.1 所 定义 ,验证 互 负 定 , 它 的 最 大 特 
征 值 不 超过 一 A ,事实 上 BV x,y€ R" ,有 
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Саун |а) ата з Аа +8] х1? 
+2хТ(В- АТС)у- 0|y|2 -2у!СТВу<<— (9-6) 1-12 
+2 || B- АТС || |x] Hyl (60-21Св ||) Hy Il? 
<-(7-0- || B- АТС) 1х12- (0-21 CTB | 
- 1В- АТС) 1 у 12= = АС 12+ lly ll?) 

因此 ,从 定理 10.4.1 可 知 结论 成 立 。 
定理 10.4.2 EHH 10.4.1 的 条 件 (10.4-7) 式 以 
trace[ 07 (t,x, y)o(t,x,y)] <, ll xil? + gll y ll? 


V(t.x,y) € К.х R" x R" ` (10.4-20) 
这 里 р € (0,A), ио € (4,24) 使 得 
Hit p2 < 2А 
替代 其 它 条 件 均 成 立 。 


则 (10.3-1) 的 零 解 是 均 方 指数 稳定 的 ,进而 其 解 的 最 高 二 阶 
$8 Лапунов 指数 有 估计 式 


im sup--log(E || (536) I7)<-(@AB) (10.4-21) 
XE a€ (0,24 - p1- ио) 是 方程 
2ate"(p2—At+2a | Cll? +ar | D |2)=à =y- 
(10.4-22) 
的 根 , 且 
B=- Higi cl) >0. 
证 : 与 定理 10.4.1 证 明 同 样 的 方法 ,用 Ito 公式 便 有 
dV(x(t) ~ Cx(t ~ т), 2) 
<- (A = py) ll x(t) Hdt + (о — A) || x(z — z) 12а 
+ 2(х(2) – Cx(t — т)) (ғ, x(t), x(t — r))dzo (z) 
从 而 
d(e#V(x(zt)— Cx(t — r),t)) 
< e%(— (A ~ r 2а) || x(t) ||2 + Gag — À + 2а || C ||2) 
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“xe 2) I) Fell DU] xG +5) |dsde 


+ 2e“(x(t) – Cx(z - r))Tolt, x(t), x(t — r))dw(t) 
BAT Y v 之 0, 有 
е EV(x(v) – Cxr(v —r),v) 


<a ее (à = u -2a)E | x(t) 2 + (ра А 

+ 2a | CIEI x(z—- т) |? | 

+a lD Nf El xG: +s) Па) (10.4-23). 
代 (10.4-14) (10.4-15) 式 到 不 等 式 (10.4-23) 中 , 便 有 


eWEV(x(v) — Cxr(v ~ т), о) 
Scs + (= (A рр 2a) + e“ (2 — A + 2a || cH? 


+ ar | D 12) [еее | x(s) Ids < cs 


因而 
Е||х(т)-Сх(о—т)|?<сге е 对 所 有 v> RL. 
(10.4-24) 
这 里 с; 是 常数 。 
现 从 引 理 10.4.1 可 知 结论 成 立 。 
推论 10.4.3 设 对 称 和 矩阵 A + AT 负 定 , 且 以 - 7 表示 它 的 
最 大 特征 值 , 目 设 上 Cl <1, 8 


2> CBI + Пв АТС 


$ r= F-|| CB - |В-АТС| 
进而 假设 存在 a (0,0), uE (4,24), 使 得 
Ki t p< 2А 


В цтасе[о (г,х,у)а(т,х,у)1< m lx 12+ zo у - 
V(x,y) € R“ x R" 
则 (10.3-1) 的 零 解 是 均 方 指数 稳定 的 。 
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此 推论 可 用 推论 10.4.2 同样 的 方法 ,但 要 用 定理 10.4.2 代 
定理 10.4.1, 即 可 证 之 。 
下 面 考虑 非 线 性 中 立 型 随机 微分 系统 (10.3 - 32) 式 满足 前 面 
关于 (10.3-32) 和 (10.3-33) 式 的 一 切 假设 。 
定理 10.4.3 设 (10.3-33) 式 成 立 ,kE(0,1), 且 存在 一 个 对 
称 非 负 的 n x n RED 和 两 个 常数 Mi >0 及 ,2E[0,41), 使 得 
2(x- GCy)) "f(t, х,у) + х'Юх — уру 
+ гасе 27 (t,x, yalt, x,y) S- А, [| x |?+л› ll у? 
W—W(t,x,y)ER, x R" x R" (10.4-25) 
成 立 。 | 
则 (10.3-32) 式 的 平凡 解 是 均 方 指数 稳定 的 , 且 最 高 二 阶 矩 
Ляпунов 指数 有 估计 式 


lim sup Llg(E || x(z; ë) 12) <- (a A B) (10.4-26) 
这 里 a€ (0,11 一 42) 是 方程 
2a + aef (à, t2ak?+ ar || D || 2)= 4⁄ (10.4-27) 
的 唯一 解 , 且 
8 =- igk >0 
证 : 仍 用 Ляпунов 函数 
V(z = el? (е + з) рее + s)ds 
并 用 Ito 公 式 及 条 件 (10.4-25) 式 便 有 
dV(x(t) ~ G(x(t — r)),t) 
< (= А Пб) l|? + А х(т — т) ||?)аг 
+ 2(x(t) ~ G(x(t — r))) olt, x(t), x(t- r))dao (t) 
В a€ (0,41 一 4;) 是 方程 (10.4-27) 的 唯一 解 , 则 有 
d(e#V(x(z#)— G(x(t — rt)),z)) 
<e*(- (A; – 2а) || x(z) 12 + (Az + 2ak2) || x(z - г) |?) 
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0 
+айр1?| MaC + s) 19592 + 2e#(x(z) 


~ G(x(t — т))) (ғ, x(t), x(t — r))dz<o (z) 
(10.4-28) 
从 0 到 任意 v0 积分 这 不 等 式 的 两 边 , 且 取 数 学 期 望 ,应 用 
(10.4-14)、(10.4-15) 式 便 能 得 到 1 
EV (x(v) ~ G(x(v - ғ)), 0) < с (10.4-28) 
сє 是 一 个 常数 ,因为 D 是 半 正 定 的 ,从 V(x,t) 的 定义 可 看 出 
Elx(v)- G(x(v —zr))|2< се" = Wv ed 
从 引 理 10.4.1 可 知 结论 成 立 。 
若 在 上 述 定理 中 D =0 便 得 到 推论 10.4.4。 
推论 10.4.4 设 (10.3-33) 成 立 , 且 &E(0,1) ,假设 存在 两 
个 常数 A >0 Al AE (0,2,) 848 
Xx- G(y))!f(:,x,y) + tracelo (t,x,y)o(t,x,y)] 
<— А lx]? + À> || y ll? (10.4-29) 
xF—JJ(;,x,y)€ R, x R" XR RY. 
则 (10.3-32) 式 的 零 解 是 均 方 指数 稳定 的 。 
定理 10.4.4 设 (10.3-32) 式 成 立 , 且 RE (0,1) ,假设 存在 
对 称 正定 的 n x n 矩阵 DD 和 两 个 常数 A1 之 0 和 А> 1, 使 得 
2(x-G(y))Tf(:,x,y)+ x Dx - y! Dy 
+tracelo? (t,x, y)o(z,x,y)JX—-A, |x | 2+5: у? 
(10.4-30) 
对 一 切 (t,x,y) ERY x R" x К" 成 立 , 且 设 4 是 DD 的 最 小 特征 
值 , 若 A <a , 则 方程 (10.3-32) 是 均 方 指数 稳定 的 , 且 最 高 的 二 阶 
46 Ляпунов 指数 有 估计 式 


lim sup Tilg(E || x(z;8) 12) <- (a A B) (10.4-31) 


这 里 a€ (0,4) 是 方程 
Ait2atar || D 11 е = А Л (А: — 20р? )е" 
(10.4-32) 
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的 最 大 解 , 且 
B=- L igk >0 


证 :用 前 面 同样 的 记号 ЧА «АЛА, Jy FR(10.4-32) BD 
有 一 个 解 ,但 至 多 有 有 限 个 解 在 (0,1) 内 ,因此 ,最 大 解 恒 唯 一 存 
在 ,用 Ito 公式 和 条 件 (16.4-30) 式 便 能 推出 对 Yv>0, 有 
e#EV(x(o)— G(x(v — t)),v) 


< ЗК (A, + 2а)Е | x(t) I? — (А – 2ak*) E | xz- z) Il? 


+ all DI? Ell x(e +s) (ds) de 0.4.33) 
此 处 ,cy 和 cs 均 为 常数 , 计 及 
[ек| х@ 242 e |” eE 1=G) [ae 
(10.4-34) 


代 这 个 不 等 式 和 (10.4-15) 式 到 (10.4-33) 式 并 利用 (10.4-32) 式 
便 能 得 到 | 
eWEV(x(v) — G(x(v -т)), о) 


< cs + [Аа + 2a + ar || 137] 
因而 
eE | x(v) — G(x(v — r)) 12 + 4e"| _ El x(t) || ?dz 


v 
u 


е“Е || x(t) || 2dz 
vo 


(v-r) 


< cs + [А + 2а + ат || D | zerer | 


此 外 ,cy 和 cg 均 为 常数 。 从 而 有 
E | x(v) - С(х(о-т)) 12< сае © 对 所 有 o > 0 АЎ, 
故 从 引 理 10.4.1 推 知 结论 成 立 。 

例 1 仍 考虑 本 章 $3 中 的 例 2 


TEE 


E || x(t) 1 ?аг 
)үо 
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-3.0 0 -0.3 -2.1 
0 -3.0 1.2 1.5 
H= оз 12 -2.8 -0.1 (10.4-35) 
-2.1 1.5 -0.1 -4.8 
是 负 定 的 , 它 的 最 大 特征 值 是 ~ 0.84888, ЖА ЕНЕ | СО = 
0.423607。 因 此 ,由 定理 10.4.4, 可 知 方程 是 均 方 指数 稳定 的 , 且 
最 高 二 阶 矩 Ляпунов 指数 不 大 于 一 (a AB), a © (0,0.39776) 5 
方程 
2a +e% (0.15111 +0.358886a + 25ar) =0.54888 (10.4-36) 
的 根 , 且 
B=0.858999/r 
例如 取 r=0.01, 则 方程 (10.4-36) 变 为 
2a + е2"%(0.15111 + 0.608886a) = 0.54888 
此 方程 有 解 a=0.15232< B = 85.8999, 
故 在 此 情况 下 二 阶 矩 Ляпунов 指数 不 超过 一 0.15232。 


$5 随机 中 立 型 大 系统 的 均 方 稳定 性 :91 


考虑 由 下 列 中 立 型 随机 微分 方程 描述 的 大 系统 
ДЇ x(t) — (C;(z))x(z— z)] = Гаар(А (2), ~", 
А„(ї))х + (Ag(t))x(2) + (В„(т))х(т т) de 
+ o(x,x(t))x(t — r)do (t) (10.5-1) 
x(t) = olt) — t -— r< t< to (10.5-2) 
其 中 A, (1 ) 是 在 1 之 to 的 上 n; x n; ERB RR, А; (т), 
B,(t),Cy(t) 120 上 的 п; X n; 连续 矩阵 函数 ,i,j = 1,2,…， 
w(t)=(w1(!)，…,wn(t))" 是 定义 在 具有 自然 洪流 
{ 殉 | 的 完备 概率 空间 (02,73,p) 上 的 Brown 运动 ,ao (z. x, y) € 
C[R, xR*x В", В" "], 4 
x= (xy. x,)7 Ф = (фі, фе) 
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xp ЄК" i =1,2,57r 
| сп(2,х,у) 
с2(1,х,у) 
0(1,х,у) = 
с„(1,х,у) 
0:(#,х,у) ERP — ¿= 1,2,0, 
设 а(г,х, у) Lipschitz HEN, НҮХ, yE R" ,有 
l olt, x,y) || LEC) lx 742; lly?) ¿=1,2,2-,.r 
因此 , = 满足 线性 增长 条 件 (10.5-1) U (10.5-2) 式 有 唯一 解 ， 
x(1,to,P) 表 示 (10.5-1)U(10.5-2) 式 之 解 。 
显然 a(+,0,0) 二 0, 故 (10.5-1) 式 有 平衡 位 置 x(: ,0,0)=0。 
设 K; ( і, to) 是 线性 常 微分 方程 组 
=н = A; (z)x; (10.5-3) 
的 Cauchy ЖЕЕ ( ROPRHERE AMEE) ,i=1,2,…, 7。 
先 建立 常数 变易 法 公式 。 
引 理 10.5.1 考虑 中 立 型 随机 微分 方程 
d[x(z)- C(z)x(z£—r)]= А()х()4к + g(t)dt + f(t)do (t) 
(10.5-4) 
这 里 A(1),C(z) 是 在 i 之 to 上 的 连续 的 n xn ЖЕР, f(z) 是 
# t 之 to 连续 的 n X m 矩阵 函数 ,g (i) 是 在 1 之 to 连续 的 n ЖЫ 
Ер. 
则 有 下 列 的 常数 变易 法 公式 
x(t) = K(t,to)x(to) — k(t,to C(to)x(to ~ z) + C(t) x(t — z) 


+ [KG x)A(s)C(s)x(s - rds + | К(т,з)в(5)дв 
+ | KG,s)fGs)do(s) 成 立 (10.5-5) 
这 里 K (1, to) FINE BO BAA 
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~ = A(t)x tt (10.5-6) 
的 Cauchy 矩阵 解 。 

证 :由 Ito 公式 
d[K(z,x)(x (s) C(s))x(s~ с) ] = КО) 


[x(s)— С(з)х(з—т)]45+ K(t,x)d[x(s)— С(ѕ)х(5-т)] 
=-K(t,x)A(s)[x(s) —C(s)x(s—r)]ds 
+K(t,x)[A(s)x(s)+g(s)]ds+ f(s)do (s) (10.5-7) 
对 (10.5-7) 式 两 边 进行 积分 便 有 
K(t,t) (x(t) — C(t) x(t — r)] -天 (to)[x(to) — Ct) 


x(t- 00] =- | KUAWO Ll) = C(s)x(s = r) lds 


fo 


+| K(t,s)[A(s)x(s) + g(s) 145 
+ K(1,s)fls)do(s) 


= | K(t,s)A(s)C(s)x(s — т)аз 


+ K(es)ACsda(s)ds 
+ KG, s) f(s)4e(s) (10.5-8) 
BI x(t) = K(t,to)x(t9) — K(2,t))C(to)x(to — z) + C(t)x(t — z) 
+ к@„з)А(«)С(в)х(з — eds +] K(t,s)e(s)ds 


+ | K (2,5) f(s)do(s) | (10.5-9) 


引 理 10.5.1 ЖЕ, 

定理 10.5.1 假设 下 列 条 件 满足 : 

1) 存 在 连续 函数 A,(z),u(z)E CEI,R],wu(t)<Ai(z), 及 常 
ЖОМ; . т; ,使 得 | 
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M; fF 
| Kalt, to) 1 < ye gilts 4 to 


(10.5-10) 
t А 
| eh AG ade, < 1); t = to i = 1,2, 


to 


yr (10.5-11) 
2) 存 在 常数 矩阵 Н = (hy), x ,使 得 
Lx,- НАМ, E. 


t t 
тм а dau) д (о) Пав, 
to 
t-r t ` 
+ 1M, | e -|! Ада |, абд, | В; (ti + т) || 281} 
t 
1 


+ mf E Й +A; pdt afi ult dt, || А; + r) Е || С; (21 + т) | 2411 
+ |, Myer f, u-t ШО 


+ r "M. „е -f | 22 ts) dt, +f |+ (A Ce, tut ))dt, È ght 4, 
t 
t 


+7 | CG) HP Feto Shy ete ij = 12.7 
则 (10.5-1) 式 的 解 有 估计 式 | 
col(E | xC) 12, E | х„(т) ||?) 
< (I — H) оом, ~, M? Ye na 
这 里 M? (i=1,2,…,r) 是 一 些 正 的 常数 。 
证 :对 任意 始 值 B, 令 x(t) = x(t, to p), 51H 10.5.1, 有 


xi(t) = Ks(t,to)xi(to) — Kile, to) >) Cy (zo); (a = г) 


j=1 


ое 2) + | KADD Gedye) 


t ry t 
` dt, +| Ki(t t1) 2) Ag (tr) x(t) dt +f K; (tti) 
to j=1 0 
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т i 
. D By (ts) x; (ty ~ r)dt, +| Kal tisti) 6, 
j=1 ty 
e (txt) x(t) -r)dw(t)) tit) i= 1,2, 
(10.5-12) 
现 定义 Picard ЖТ 
х"(1)=Ф(:1) to-crXt<ty) т=0,1,2,:- 
x(t) = Kalt,t0) Ф) — Ki (z, to) XC (0) 0 z) 
12210 i=1,2,°",r (10.5-13) 


t r 
x(t) = x (z) +f Kalt, t1) 2 Ag (ty) x6"? (4) dey 
0 j=l 
t r 
+f Kalt, ti) >) By Cts) х0" (ay - r)dt; 
0 ј=1 
+ f Kilt, ti) Au Cti) Dy Cy (tb? Ct - т)аг 
to j=1 | 


+ Усуба)" PG —т) +| Kalt, ti)oalti x”) 
e(t) xP (t - r)dolti) >t i=1,2 r 
(10.5-14) 
为 同 标准 的 证 明 存 在 唯一 的 Picard 逐步 逼近 程序 [参考 Fried- 
man]!1%] ,能 证 明 在 L2 Wy х (г) (2), 4 тоо, 
I K,,(t, to) |< ie [aa A;(t) > u(t) 
则 存在 正 数 M, ,使 得 


Е || POTES) | эне ЖҮ i=1,2,°",r tt 


H Holder 不 等 式 , 能 证 明 
Еа) |2< M ek tayan 


£ t 
лк] WK Cee) lan] часе 
0 0 


УУГ Agen IPE | =G) [ae 
j=l 
t 
+] кее ан | LG.) | 
to 
г У вуса) N?E I 0а - с) Uday 
j=t 


+ У) ПС, (2) П2Е | х0 (ет) Wl? 


т) I Kult, WIS) КОШКЕ (ey) Wey 


+]. | K, (t, WISI ENC, с r) Wee, 


< коре, 


t t 
+ Maf, eJ hC) > | Aj (а) IZE I ef PCy) 1 298, 
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+ Maf e f в у) I Bp ty) ПЕ | x”? ~ r) Idz 


+ мл] © a 40609. | A (ty) 125) I CCa) ПЕ | x$”? 
gel 


Ca о) аа, + = >} СС) PE | °C ON 


|, ме Ë 2 ea BODE Ix" (n) dey 
+ f meharo STC DE ха) de 
jel 
< telecom + Ma" е, олива 
Ў рва + 2) ПРЕ Фе) задет 
j=l 
+ Min]? eo see 
{дш КОРУУ Су + o PEI B) lan 


-| fy -f 
е ^н + Maf. е7) 0 toara ad 
0. 
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. > [е (т + z) Mh 2E || $ (z) l 2а e fi pept 


了 =1 


+ Ma] e Гос, )4, „ Ете х" 106) [24 
+ Man. ао $3 | Byler + 2) ЗЕ аў (а) Nida 
ty = 

л]; СЕ ШУО 
+ м]. e {i 2295 
. | 'Ав( + т) 255 | Сун + г) [Ех] н(е) || 292; 

j=l 

+ әз l GO ПЕ ет) 12 

= 


t t ñ r _ 
+ м| ооа Ула (aE П a(t) 2441 
to j=l 


+ У: Dn || х" (я) | 24, ` (10.5-16) 


0 


ne 


w [° hmm | BC + o IPEN BC dn 
=1 


+" Арден, Аба + r) |227 Срба + z) 1? 
t "z jal 
+E || $; (zi) 1290, 


t А 
+ 工 | ° e | ou QG), 
Ti 1077 


PE (ti + г) | E | Фа) || 2dtyminie -f elti )de, 


<m; e [ea (i = 1,2,- r) | (10.5-17) 
IE MZ 是 一 些 正常 数 。 
进而 可 得 到 
KE || х{®(:) 12 E || xO (2) |?) SAM M, )e lore 
< col Mi Ие yess (10.5-18) 


Ех |2 < ме) 
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+ мл), Me" | ои 5) | A; (t) | 2 
. M;dtye k: w(t, dt) 十 Maj М;е -f +64009) alt) de, 
D2 B;(t + z) |? M; die Lea, 
j=1 
上 一 -一 一 
+ мл)" Mie Та 602040 | A; (t + т) Il? 


У |С; (2. + z) 12м dreh, „0,4, 


j=1 


+ Try》 il C;; (t) | 2м) ЕЕ ale, dar, 


j=l 


+ Me Гелене > Be Mf апета 


j=l 


+ мј, е -f + 2A (t, )dt, -fi нб), 


P (t) Маг )е k alt, )dt, i = 1,5, 


`(10.5-19) 
改写 (10.5-19) 式 为 向 量 形式 
col(E | cf? Ct) 12.2: E | ce (2) |?) 
Lx, + Н) M? a, MŽ )e- j tt), 210 
(10.5-20) 
归纳 法 能 证 明 对 任何 自然 数 ， 
КЕ | zf™ (2) 12, El PG) |?) 
„хк, tH te + Hr)col( MY +, М ет fi pea) de, 
(10.5-21) 


(1 
成 立 。 

HAO- Н), ,是 一 个 M ЖЕ, HORS (Н) <1, й 
>n ki, H У\н" = -H20 


= 
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FRA 

col(E | xf (2) 12.2 E || x (+) 12) 
col (E | x(t) 2.2 E| x ()12) 4} тоо (10.5-22) 
最 后 便 得 到 估计 式 

col (Е | х0) 12, е, E | x,(z) |?) 

<(1-H) leol( M? p, М )e 10209 (10.5-23) 

定理 10.5.1 获 证 。 

定理 加 .3$,2 FEH 5.2 的 所 有 条 件 满足 , 则 


f p(t,)dt, Z a(t — to) a = const > 0 
蕴涵 (10. 5- 1) 式 的 平凡 解 均 方 指数 稳定 。 
2) || иб) + оо x+ to 一 致 成 立 , 当 t— to >+ 
co, 2 (10.5-1) 式 的 平凡 解 均 方 一 致 渐 近 稳定 。 
3) КОШЕ = const 蕴涵 (10.5-1) 式 的 平 几 解 均 
方 一 臻 稳定。 
这 些 结 论 立 即 可 从 (10.5-23) 式 获得 。 
考虑 具有 常 系数 的 中 立 型 线性 随机 大 系统 
di x(t) —(Cy)-x xT 一 r)] = [аар(А ү, >,А„)х 
+ (Ay) px X(t) + (Bj) x(t- r) ld 
+o(t,x(t),x(í—+r))do (t) (10.5-24) 
x(t)= @(t) to «іт (10.5-25) 


这 里 A; Ay By , Ci ;分 别 是 H; x n; ni x 7j 常 数 矩 阵 。 
x(t), @(t),o(t,x,y) RN Ж 


| оек, у) 12 Ув |l x; 12 + УҢ КЕ 


这 里 已 ,六 是 常数 ,; sul, 2. 
Е 10.5.3 假设 
1) 存在 常数 А; >0,i=1;,2,…,r， 使 得 
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ЕЛЕЧЕ 
2) 1,,,-НО,) AM жй. 
这 里 ко | A; 12+ | B; 12+ ПА 12I Gy 19 
СТ 2+ Tr | C; 1? )| 
fl (10.5-24) RRF FLAP IE ESE ЖЕ. 
特别 地 ,如 果 


rx r 


рен Мы 12 ae мы [В 


тере. jal 
M; А; с, 
+ > | l | C; I? + Sn, II Ca 12 
j=l i j=1 
r ‚2. r „72 
+ dy Men, уу Mee cy (10.5-26) 


则 e = e1 V єз 可 以 作为 (10.5-24) 式 的 均 方 指数 稳定 的 指数 估计 
式 , 即 
Jim sup Flg(El x(z) 12) <- 


这 里 e 是 下 列 不 等 式 的 解 


2 
1 MIA; | SL, M. || B, Il? ee 
À; À; 一 上 тА А; — Е 


[isr | wa 


q M, | A; ll? | C; 1? 
+ У! 1 . lasl | iN < + Уут, | C; || 2 oft 
i j= 


+ rer Mi Pr „Мар. -er |< 1 (10.5-27) 


取 p(t)=p=const>0 和 0< p< mind; 


1<i<r 
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则 


т [е 
ral М;е ka, pdt, | A; | 241, 


2 tg 
t-r t 
| Mie hth ran | Bs | ?di 


to 


1 {Єт _f: 1 — 
E меда | А„ | C idt 
0 


+ 


і t t 
+ Tr | C; | 2e- ё, +| Mie led de, 


to 
it 二 2a.d +! d 2 
+| Mie UY su to nt 5. tij dt; 
t 
0 


«ам, atl asd? + | B; Pew + | Aš c; Pe) 


+ Tr || C; [2e + М + + мее hj 
(10.5-28) 
Vr>0, 取 0<y<1, 使 得 
0<er-1<1 

HEREA, T-A) 是 一 个 МЕ, Йй I— H” (h ) 也 
是 一 个 M 和 矩阵 , 故 定 理 10.5.1 的 条 件 成 立 。 

这 样 ,(10.5-24) 式 的 平凡 解 是 全 时 沾 均 方 指 数 稳定 的 。 

根据 M 矩阵 的 性 质 , 知 (10.5-27)、(10.5-28) 式 中 任何 一 个 
条 件 成 立 ,蕴涵 I- H* (hi) M 矩阵 , 故 结论 成 立 。 
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由 于 化 学 工程 .航空 工程 ,特别 是 随机 系统 的 控制 的 发 展 , 需 

要 研究 随机 泛 函 微分 方程 ,Kolmanovskii&NosavL201 最 先 研究 了 
滞后 型 随机 泛 函 微分 方程 

dx(t)=f(t,x,)dttg(t,x,)dW(t) 220 (10.6-1) 
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的 稳定 性 。 
他 们 得 到 了 如 下 的 抽象 结果 , 若 存在 Ляпунов ZR V € C 
По, + о) хС([-– т,0], R”), Rs УЈЕЖ c1、co、c3, 使 得 
cal @(0) PSV, gp) < с | e | 
(z,@) € [0, + о) x C[[- ғ,0], К" ] 


2 
及 EV(m,z,) = ЕУба,х,) <- | Elx(s) | ?ds 
1 


OK < t; < о (10.6-2) 

则 (10.6-1) 式 的 零 解 BUR BHI AS AE SDR ЙЕР Ляпунов 
直接 法 的 推广 ,但 由 于 构造 Ляпунов ZZ АЖ, H ze ЖП RIE 
没有 直接 用 到 f(z ,x,),g(t ,x ) 的 性 质 。 

英国 毛 学 荣 教 授 将 Разумихин 定理 成 功 地 推广 到 随机 泛 范 
微分 方程 (10.6-1) ,得 到 一 些 首创 性 结果 , 现 予 以 介绍 , 先 引进 一 
些 记 号 。 

以 СС 一 +,01, R”] 表 示 所 有 % 可 测 , 有 界 的 CL[[ r,01, 
R"] 表 示 随 机 变量 族 , 对 于 p>0 和 220,0 LS IL —т,0],К"]Ж 
示 所 有 F, 可 测 ,C[[ 一 7x,0],R"] 表 示 随 机 变量 p= |p(0): - < 
0}, 1848 Е || 9 || "<=, 

此 外 ,对 每 个 函数 Vl, x) ECHEL- 7,0) ХК", Rr], E 


义 一 个 算 子 LV МС[0, о) x C([-— 7,0], R” PRE R 


‚уйше g(t,9)] (10.6-3) 


+ tracelgT (z, g) J хд x 
以 ELV (т, 2,) 7 V W (10.6- 1) RAO (2) = x(t, 


6) PR. 
ЖШ 10.6.1 BA, р, сі, с 都 是 正常 数 , 且 g >1 假设 存在 
VECHI to- 7,0) XR" К. ) 使 得 
a x KV, xc Il x ||? 
WHEA, x) Elto- r, 0) х К" Mw, (10.6-4) 
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H ЕЧУ(:,ф)< – АЕУ(2,Фф(0)) 1220 (10.6-5) 
对 于 yELS[L 7,01, К" ] 
ЕУ(:+80,ф(0)<4ЕҮ(2:,Ф00)) Ж-т<0<0 成 立 
(10.6-6) 
则 对 于 所 有 EE C H 一 +r,0],R"] 有 
Elx(té) P< ГЕ |?” Яс > eo Beat 
(10.6-7) 
这 里 Y=min{f4,lg(q)/r|。 
证 :固定 任意 始 值 e€ СУ (С ~ r,0],R°], Wie x(z)= xl, 
£), VeE(0,7), 令 7=Y-。, 定 义 
U(t) = max [е#ЕУ(2 +0,x(¿+ 0)] > 0 
(10.6-8) 
注意 到 EE( sup | x(s) ?< co, 对 所 有 у >0, 以 及 x(z)， 
V(t,z) 是 连续 的 ，EV(i,x(t)) 连 续 , 故 U(z) 有 定义 且 连 续 , 因 
而 断定 
DUG)” im зр ОСОО р > 成立 


h—0 


(10.6-9) 
对 每 个 t 之 to, 定 义 
P=maxlOE[—r,0] :e+ HEV(t +0,x(t+0))= U(t)! 
显然 ,9 有 定义 ,6E[- ,0], 且 
U) = XP EV(t + 0,x(t + 0)) 
若 90<0, 则 
el OEV(t + 0,x(t + 0)) < G+) EV(: + 0,x(t + 0)) 
对 所 有 6 < 9 过 0 成 立 。 
B DL, SRA h >0 充分 小 ,有 _ 
е Ө ку( + h,x(t + h)) < tt) EV(;t + 0,x(t + 0)) 
因此 U(:+h)y<XUG) Н UGO 车 6=0, 则 
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MO EV (t + 0,x(t + 0)) S< e*EV(t,x(z)) 

对 所 有 - + < 0 < 0 
EV(z+0,x(t+0))<e "EV(t,x(1))<e"EV(1, x(t)) 
MATA — <0<0 成 立 。 (10.6-10) 

HE ЕМ (г,х(:)) =0 R EV(t,x(t)) >0 

# EV(tx(t))=0, 则 (10.6-10) 式 和 (10.6-4) 式 可 推出 

x(t + 0) = 0 几乎 必然 成 立 , 对 所 有 -r < 0 < 0, HF 

f(2,0)=g(¢ ,0)=0, 8k x(t +h) =0 几乎 必然 成 立 , 对 所 有 
h>0, 因 此 U(t+h)=0 且 U(z)=0。 

Ф: EV(t,x(t))>0,WJ(10.6-10)5238 88 
Vii + 0,x(t + 0)) < EV, x(t)) RA — + < 0 < 0 ar, 
因为 e < q ,这 样 ,由 条 件 (10.6-5) 式 有 

ELV(t,x,) <- AEV (t, x(¢)) 
”因此 ,由 Ito 公式 ,能 得 到 对 所 有 h >0, 有 
th Бу( + h,x(t + h)) —e"EV(t,x(t)) 


= | el | YEV(s,x(s)) + ELV(s,x,)]ds 


注意 YEV(1,2(t)) + ELV (tm, )<-(A-Y)EV(t,x(t)) | 
<0 

从 V 的 连续 性 可 知 , 对 所 有 充分 小 的 产 >0。 
YEV(s,x(s)) + ЕФУ(5,х,) < 0 当 过 雪上 + 天 成 立 

因此 

MOM EV (x(t + h,t + Һ)) <e"EV(t, x(t)) 
故 对 所 有 充分 小 的 h>0  Ult+h)=U(t) 
U(t) =0 

不 等 式 (10.6-9) 获 证 ,(10.6- 9) 式 可 推出 
U(C 委 DJ(0)， 对 所 有 tto 成 立 。 

由 U(z) 的 定义 和 条 件 (10.6-4), 便 有 


Elx(z) |" < E НЕ СЕ| #1 Pe (roe 
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由 于 s 的 任意 性 , 故 定 理 结论 (10.6-7) 式 成 立 。 

定理 10.6.2 设 p 之 0, 且 存在 一 常数 KK>0, 使 得 对 (10.6 一 
1) 式 的 每 个 解 满足 
ЕСП, х) ll? + He(x,) PSK sup | z(z+0)12 220 


《10.6-11) 
则 定理 10.6.1 的 结论 (10.6-6) 式 蕴涵 


‘lim sup 1081 x(2,) J <-> a.s. (10.6-12) 


特别 地 , 若 定 理 10.6.1 的 所 有 条 件 成 立 , 则 (10.6-1) 式 的 零 
解 是 几乎 必然 指数 稳定 的 。 | 
证 :固定 任意 ЕСС (1 - r0], R") iE x(t) = xE) 
个 正 整数 Е2>2„ | 
E || x, +2 1? = E( oe. [| х((#-1)г+һ){?°) 


+ р 
<37 lE] x(k- irl’ +E i p | feo) 1 dz) 


+E[ sup if. “g(t, х)авбо) |?) |: (10.6-13) 


但 由 Holder 不 等 式 ,由 条 件 (10.6-11) 和 定理 10.6.1 便 有 
(I, КЕРЕ а) <=" E I fee.) ode 


< ке" ( sip EN el +0) ?de 


< ќат AQUE | £ | of" e (t-r) ds 
(k-1)t 


Kee 


<— kE | ё | Pe ddr (10.6-14) 


另 一 з, 由 Burkholder — Davis- Gundy 不 等 式 ,有 
1 Е зр |" аво) |°) 


ОАФ [У (2-10) 
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3 
<ок(| pe TEC) аг) (10.6-15) 
此 处 C, EIRT p 的 正常 数 ,以 及 条 件 (10.6-11) 式 
lel? (bp2)EC(O0,+c)xC[-r;0],R") 
BoE (0, 运 二 一 ) 充 分 小 ,使 得 


32-1 Кс -y 
1-3K < Š 


便 能 从 (10.6-15) 式 推 得 


“32 > TK 
(10.6-16) 


2 
IKOE (u Bay Теб) 1) асе) 


с f › 

р —p 
SEC, SP, | atx) IP) + real (k-1)t Il 2(2,х,) 1 dr | 
< КоЕ( ш r< <x! x |+ € =F Ё! g(t,x,) || tdz 


< Ko(E | x< |? + E | xa- sa ee -2 


(10.6-17) 
代 (10.6-7)、(10.6-14) 和 (10.6-17) 式 到 (10.6-13) 式 然后 
用 (10.6-16) 式 能 得 到 
Е || хь ?Se ОЕ | xa vr 2 + Ce (7229 (10.6-18) 
这 里 C 是 不 依赖 的 常数 ,由 数学 归纳 法 ,能 从 (10.6-18) 式 
推出 
El х.„ | 2 < e g || ë | ? + aCe 7 
=< (CeT + Ell Ell 2)Xg+1)e#” (10.6-19) 
今 指 出 (10.6-19) 式 蕴涵 (10.6-12) 成 立 。 
设 sE(c,7y) 任 意 , 由 (10.6-19) 式 有 
Pia: || x, Ë > e (7 好 人 | 
<ç ее || у, |?< Се? + E Welle + 1)е wr 
由 著名 的 Borel — Cantell 引 理 , 可 知 对 几乎 所 有 的 o € Q 
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| хь | Keer (10.6-20) 
成 立 , 除 对 有 限 个 上 ,因此 存在 一 个 ko(w) 对 所 有 wE 0, (10.6- 
20) 式 对 所 有 kko 成 立 。 


因此 几乎 所 有 WE 0, 
1 kr(y = є) 
rig | x(z) I<- ЭЕ Сг] 
若 (k-l)r<t<kr АРА, AKA 


y-— e 


lim sup lg | x(t) | <- a.s. 
соо 


A s 一 0, 可 得 到 (10.6-12) 式 。 
EH 10.6.3 É ppE(0,1), 且 存在 常数 色 >0, 使 得 对 方程 
(10.6-11) 的 每 个 解 有 估计 式 
Е( sup [| fle +0,xa + 0) |? + ае + Ө, хав) 1?) 
< К sp E|x(++>)|?2 т;>т (10.6-21) 
—2т<г=@ 
Ш|(10.6-21) їй 


lim sup + |z || x(z ,ë) | <-> a.s. (10.6-22) 


证 :固定 任意 的 EEC- r0], К"), < > x(t) =x(t,8), 
注意 对 任何 a,b, c20 成 立 。 
(a +b + с)? < [3(a V b V c)]° < 3° (aP V bP V с?) 
< 3P°(aP + bP + cP) 
HED 6222 的 整数 有 
Е || x, ||? = Е( sup. [x(k-1l)r + А) 1?) 


P 
e) 
(k-1)rth ` 


+ E( sp, | M yg Bt)dB(z) 1) (10.6-23) 
由 条 件 (10.6-21) 和 (10.6-7) 式 有 


kr р 
BE(| | f(z,x) || dr) < rE(, sp. | fem) 1°) 


р. 


[ЕП По effe Ae 
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< Ко ( sp E| xU) | e= 


访 (k-2) 
(2-2) rs E | ë | ?е 7 
(10.6-24) 


再 用 Burkholder — Davis 一 Gundy 不 等 式 
t otk- 1)т+А 


| g(t,x)dB(z) 1e) 


Е sp, tt(k-1)r 


io 2 5 
< с И Пасек) | ar) 


< CriEL абе х) 17] 


su 
+(#-1)г S< +Ë 


< кси Elx(:) P] 


+(k— DE tke 
Key Crs 
< — | £ | pa (k-2)e7 (10.6-25) 


这 里 C 是 仅 依 赖 于 p 的 正常 数 , 代 (10.6-7)、(10.6-24) 和 
(10.6-25) 式 到 (10.6-23) 式 便 可 得 到 : 
E || x, ||? < Се G@-2) > (10.6-26) 
这 里 C 是 一 个 不 依赖 k 的 常数 ,从 (10.6-25) 式 可 推出 结论 
(10.6-22) 式 来 。 


87 ”随机 中 立 型 泛 函 微分 方程 指数 稳定 性 [ls6208] 


本 节 介 绍 随机 中 立 型 泛 函 微分 方程 更 一 般 的 р 阶 指数 稳定 性 

及 几乎 必然 指数 稳定 性 的 Posymuxun 型 定理 [208] , 它 推广 了 文献 

[196,198] 的 结果 ,然后 应 用 这 些 新 结果 研究 具有 可 变 时 浪 的 随机 
中 立 型 微分 差分 方程 的 相应 指数 稳定 性 。 
考虑 n 维 随机 中 立 型 泛 函 微分 方程 

d[x(z) ~ G(x,)] = f(t,x,)dt + g(t,x,)dzo( t) 
(10.7-1) 
FE 120 W GRA xo = Е, HP G:C- 17,0], К") R", f: 
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R.xC([-— 17,0], R")>R",g: R, xX C([-7,0], В") В" 
BEB 0, х, = [x(t + 0): —z<0<0 E C([ -17,0],R") fA 
的 随机 过 程 ,6= {&(0): - т<0<01 € Ls (lL —7r,0],R"), H+, 
L- r,0], R”), WA 可 测 C([ 一 +5,0],R") 值 的 随机 变量 p= 
[pg(0): — г<0<0|,& sup Ele(0)|"<%o, Le C- 7,0], 
R")= 015 (- 7,0], R"), 为 讨论 (10.7-1) 的 稳定 性 , 设 СОО) 
=0, (1,0)==g(1,0)==0, 并 设 (10.7-1) 式 的 解 存在 唯一 旦 p 阶 
均值 有 限 ,其 解 记 为 x(t,é), 定 义 算 子 YVR. x С([- т,0], 
R")->R, 有 
£V(t,0) = Ү,(2,ф(0) – С(ф)) + V,(¿,e(0) — С(ф)) ft, 9) 
+ FtracelgT (1,9) Уш(т,ф(0) ~ G(p)g(1,9)] 

定理 10.7.1 设 

1) 3kE(0,1), p>1 ËV GELS ([- 1,0], К") 

EIG) 1? <А „зур Ё | e(0) 1? 


2) 存 在 正 数 су, со, A q >(1- kp) P BR V(t, х) Є CH 
(Г т, оо) x R",R,), 使 得 
cy bx |P < V(z,x)< c, | x IP, Y(z,x) € [— 7,0) x К" 
ВУ (2, Ф) ЄК. х5 (1 т,0],К"), 5 
EV(t + 6,0(8)) < 4ЕУ(:,Ф(0) - Gl¢)) - r< 0<0 
时 ,有 
ELV(t,e) <- AEV(¿;,e(0) — С(ф)) 
则 YEE L$ (—т,0],К"),Я 
E | x(t,€)1?<Me™ sup Е1(0) l° 220 
' (10.7-2) 
即 (10.7-1) 式 的 零 解 p BRB EP 
(+k 
[1- (вету)? 


;=min|),z llg2(1+ СА >0,М=сг!с› 
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MENER 10.7.1, СЕВА ЛЗ, PRS +E =1,р>1, 
921. 

518 10.7.1 Ш 10.71 的 条 件 满足 , 则 YepE 
12. (1- е,0],8"),:220, 有 


ЕУ(2,р(0) — С(ф))<с(1+ 20)? sup El e(0) Il 


(10.7-3) 
证 :应 用 Holder 不 等 式 与 已 知 条 件 
EV(t,e@(0) — G(¢)) 
< c (1 + 7)? ME | ф(0) 1? + = РЕ | Gg) Il?) 


< со(1 +60) (I +£ k) sup Е Ф(0) 1? 


取 e= ЕМ, (10.7-3) Xe 
5[#10.7.2 ШЛЕ 10.7.1 Ж, .2>20,0< r << 1. 
lgk 1,x(r) 为 方程 (10.7-1) 式 的 解 , 若 Y0 委 上 委 :, 有 


EV (t, x(t) — С(х))<с;(1 + kP)? _зир E | (8) I? 


(10.7-4) 
Ш V — r<:<s ,有 


ТЕ] x(t) ?Ser lel + Е)? - (he)? sup El 9(0) || 
(10.7-5) 


1 
ШЕ: ke <1, Bl a (вет) <1, € = (725)? Holder 
不 等 式 与 假设 ,有 
Е x(z) ELETE || x(z) = G(x) Il? +£ PE || G(x,) 1?) 
«(1+ ef)? Mcp 1IEVG: x(t) -G(x,)) +£ ` „эр E | x(¢+@) ||?) 
由 已 知 条 件 (10.7-4) 式 ,对 0< <s A 
CE || х() EA + е9)? [сг op EEV (i, x(t) - G(x,)) + 


e Pk ‚зир е” sup E [х (2+0) ||?] 
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01+ е0) "Leite + ko)? sup E | x(0) I? 
+ e Me™ sup e"E || x(t) |°] 
= (1-а) Pierlo(L + ЕР)? sup E| x(9) |? 
+a sup e"E || x(t) |? (10.7-6) 
显然 - cSt <0 时 ,(10.7-6) 仍 成 立 ,而 a<1, 故 ， 
sp е"Е || xe) |? < (1 - trio(l + ke)? sup E | х(8) |? 
= cilca1 + PCI ~ (ke*)2) 2 sup E | x(8) Il? 
定理 10.7.1 的 证 明 因 了 >(1- 22) 2. B q > (1 + 
(ak)? )? FG r >0, FS sup E | ECO) 12>0,rE(0,7), 因 
WO<r<minja,c'igk'|, FEER V 20, | 
EV (s,x(s) б(х,))<с;(1 +k)? sup E || x(8) I? 
(10.7-7) 
下 面 用 反 证 法 来 证 明 (10.7-7) 式 成 立 , 若 (10.7-7) 式 不 成 立 ， 


ЕН 5128 10.7.2,% 3 s20, fF VOSt<s ,有 
e"EV(t,x(t) — G(x) )Se"EV(s , x(s) - С(х,)) 


=e(1+ks)? sup E | x(0)12 (10.7-8) 

I$ Aft}. 7=1,2,° fe vs, A 
e"EV(1).x(1;) — G(x,))>e°EV(s,x(s) -G(x)) (10.7-9) 
由 引 理 10.7.2, 从 (10.7-8) 式 可 推出 V - <0=<s 
e"E || x(z) || оріс 1+ kp) PLL- (ke)? sup Е | x(a) |” 
= сг (вет) ]-Pe"EV(s,x(s) — G(x,)) 
由 已 知 条 件 2), VY - r<0<s 

e"EV(1,x(t)) Certoll — (ke) PesEV(s,x(s) — G(x,)) 
特别 地 , Y — r 委 0 入 0 
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EV(s + 6,x(s +0))< сүс[1— (вету | Pe EV(s,x(s) 
~ G(x,)) < gEV(s,x€s) — G(x,,5)) (10.7-10) 


(10.7-10) 式 中 利用 了 er[1- (ter)z]-2<5, 因 此 由 (10.7-10) 
式 与 已 知 条 件 2) ,有 

ЕЧУ(5,х,) <- AEV(s,x(s) - G(x,)) 
Al <А, fig G 与 解 x(t) 连 续 , 故 必 存 在 充分 小 h>0, 使 s< 
tSsth 时 

ESV(z,x,) + rEV(t,x(t) — G(x,)) < 0 
H Ito 公式 
eS)EV(s + h,x(s + h) — G(x4,)) — esEV(s,x(s) — G(x,)) 

[et LBV Ce a(t) = 00) + ЕЎУ(г,х,)]й < 0 


而 这 与 (10.7-9) 式 矛盾 ,因此 (10.7-7) 式 成 立 , 则 由 引 理 10.7.2， 
V 120,48 
e"E | x(t) | ?<сг!с2(1+ #2)? (ke*)8) 7? sup E || (6) |? 
(10.7-11) 
在 (10.7-11) 式 中 令 一 , 则 得 (10.7-2) 式 ,定理 10.7.1 得 证 。 
定理 10.7.2 HFE kE (0,1),p 之 2, 使 
V e€ Ls ([—т,0],К") 
l Gip)? <k sup 1 ФС0) il? (10.7-12) 
Н \У(ї‚,ф)ЄЕ. x15 ([-7,0],R") ,有 
E] f(t,g) ||? + Eltraceg’ (1, 9) ¢(1,9)]2 
<K sup E | pA) 1? (10.7-13) 


这 里 K 为 一 确定 的 正 数 ,并 设 存在 7,M>0, 有 
E| x(t, £) ||?’ < Ме" зур E LEO? £20 


则 Time lglx( ON < as (10.7-14) 
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即 (10.7-1) 式 的 平凡 解 几乎 必然 指数 稳定 ,这 里 + = min}, r"! 
Igk"},€€L5 (0 -+,0],R”), 特 别 地 , 若 (10.7-12)、(10.7-13) 
式 与 定理 10.7.1 条 件 2) 满 足 , 则 (10.7-1) 式 的 平 几 解 几乎 必然 
指数 稳定 。 
证 明 : 由 Doob ERER, Holedr 不 等 式 与 已 知 条 件 , 易 推 出 
E( sup || x(kr + 0) — С(хь) 1?) 


(Е+1)г 
<ОЗР-(Е | x(kr) - G(x.) I? + E | | Рб, х) || P 


+E sup ||” eC x Ddwl) 12) 
0=б<т kr 
3P 12° (E | x(kr) I? + E | G(xk) 1?) 
+ (ttt Суб [К sup E хе +0) Pde) 
Се" (10.7-15) 
其 中 C = 37-1 [28-1 (1 + k) + (т? + Си?) К] Ме" 
sup E MECO) 12, СЖ— 5 p 有 关 的 正 数 ,Ve € (0,7), 由 
(10.7-15) 式 可 推出 E | 
p(w: sup | x(he + 0) — G(xka 0) 1?) > е ӨҤ ус Се 
由 Borel — Cantelli 引 理 ,对 几乎 所 有 的 оЄ0, 3 ko 4t>kor 时 
| xG) = G(x) ?Seo | 
71х02) 一 GCx)1* 在 [0,kor] 上 有 限 ,因此 对 几乎 所 有 o € 0, 
3 HCw), 有 
|x(z) -Gx D PKH} 220 (10.7-16) 
类 似 于 引 理 10.7.2 的 证 明 ,从 (10.7-16) 式 可 推出 


(r-e)t p -7y btlrr+ x (r-e)t |? 
„зир e" °" | xG) 12% (1-а) На sp el x(e) 1 


这 里 т 0 В, a= [kel Tp A 


1-4) sp ef | xG) SU mH а sp Sre" lla I? 


nko 
r-e 


P 


a.s. 


因此 limt lg | x(t) 1 <- 
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S e 一 0, 即 可 得 (10.7-14) 式 。 
作为 定理 10.7.1、 定 理 10.7.2 的 应 用 ,下 面 考 虑 л 维 具有 可 
变 时 滞 的 随机 中 立 型 微分 差分 方程 
di x(t) -С(х(2), x(t—681(2)),… x(t - ó,(z)))] 
=f((t,x(t)), x(t -81(t)) +, x (4-6, (4)) de 
+ g(t,x(t),x(2-0,(2)), x(t — б„()))йв(:) 
(10.7-17) 
在 t 之 0 时 ,初始 条 件 xy = EELZ C ~—7,0],R"),6;:R.—-[0,7] 
(1<:<и) 4, S: R, хк" х Кр", g: R, х В" х RnXu— 
К"х" С: В" XR"x*>R" ,下面 设 (10.7-17) 式 有 唯一 连续 解 , 记 
x(t, 6) ,并 设 f(1,0,…,0) 二 g(t,0,…,0) 寺 0, G(0,0,…,0) 
=0,#Ħ LUN, RNE R” 值 可 测 的 随机 变量 x HE || x ll 2 < 


со, 


推论 10.7.1 设 
1) 存 在 正 数 c1,02,p >1, BR V(t, х) Є Cl- с, о] x 
R”, R+) MEV (i, x)C€C[- r,eo1x R" 
ci x || < V(t,x) < c> Ix ||? 


2) 3 如 >0(0<i<u), 使 2= De <1, HY (х,у, у) 
ER х REX" 


| С(х,у, Yu) P S ko х P+ >) lh 12 
i=1 


3) о>], 3A>204EV ,x,y € PHO, RYO 
«і<и), 4 EV(t,x)<qEV(t,x- G(x, ур, y m, 3з 
Є 11,---,и|},ЕУ(2- 8; (t) y) <gEV(2- x- G(x, урт yu)) 
时 ,有 

E[V,(t —x — Glx.y1.° yu) 
+ V,(t,x = Gey уту) хуру) 


+ Тасев (t,x, y1 yu) Valt 2x 一 G(X, уу.) 
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gt x,y Yud) 
<- AEV(t,x — С(х,у, с ›у„))] 
则 (10.7-17) 式 的 平凡 解 是 p SYR BRE A p22, 3k, >0(0 
Siu) VO xy JER. XR XRF 
|р, х,у, у) | P + Спасе (t, х, ут, Yu) g 


— — р 一 и — 一 
(2, ху уроо ))2 Kol xl? + $k; | Ji [№ 
i=l 


(10.7-18) 
则 (10.7-17) 式 的 零 解 也 是 几乎 必然 指数 稳定 的 。 
证 : Y 1 之 0,9E€EC([ 一 +,0],R"), 定 义 


Flt.) EFO, p0), pl Olt) ) pC ale) 
g(r,@) Ëg, p0), pl l) spl 6,(z))) 
Gt, p) =G(t, p0), pl- 8lt)), spl ó,(z))) 
然后 应 用 定理 10.7.1 与 定理 10.7.2 可 以 直接 导出 推论 10.7.1。 
推论 10.7.2 BEM 10.7.1 的 条 件 七 2) 满足 ; 且 了 >0， 
A; >0(1S;< n) ,使 VY (x,y ER" XR 
V,(t,x — G(x, y1, y.) + V,(z,x — G(x, yts Yu)) 
Рб, X, ур. у) + Ftracel g(t хуу) 


М V. (t,x —G(x,yi os Ya) glt, X,Y Yu))] 
<- AV (t,x — G(x, уц Iu) + avs = ,(2), у;) 
# a> Dali ke]? 10.717) ИРИНА p BYERS 


定 , 若 还 设 p2>2, ARW 10.7.1 P (10.7- 18) AW Æ, M (10.7- 
17) 式 的 平凡 解 几 乎 必然 指数 稳定 。 


EW: a > Sale]? ВИНЕ q> [1-9] 2. A 
>>44, 然 后 应 用 定理 10.7.1 与 定理 10.7.2 可 以 导出 推论 
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10.7.2, 

例 1 ЖЕ ЛЧ лу EE 

d[x(z)— Gx(t ~ 6(t))] = [Ax(t) + Bx(z — 6(1))1dt 

+ Cx(t — 8(ї))да(тї) (10.7-19) 
其 中 A.B.C.G IYA nx n 常数 矩阵 , о (1) E:— HE Brown 运动 ， 
0:8, = [0, т], | С | <1, p>2, А + AT HAZ 
А +АТ - 

Aa (> —)>0,Ф VE | x PS Ve = p lx 1257, V, 
=pl xj” I+ p(p—2) 1 x |P хт, AE (х,у) ЄВ" >x К" 
pix — Gy P(x = Gy)? (Ax + Ву) + устр | x — Gy IPD 


‚ су + ФУЇС1р(р — 2) || буе — Gy) (a — Gy)TCy 


<-[ap-(p Dlac B| - 00002 үс] 
elx- бу? + СПАСЪВ +(g 1) 1C12) у? 
则 由 定理 10.7.4 知 , 当 
ap - (p-1) Аб + В| - 20002 cy 


> (ПАСА BI +(~-DICIDA- GIJ? 
时 ,(10.7-19) 式 的 零 解 p аде, ЛРЫ, 


$8 对 随机 神经 网 络 稳定 性 分 析 的 应 用 [89,190,194,1951 


本 节 ,简略 地 叙述 上 述 随机 微分 方程 和 随机 泛 函 微分 方程 的 
稳定 性 的 基本 理论 对 随机 神经 网 络 稳定 性 分 析 的 应 用 ,这 里 仅 介 
绍 结论 ,其 证 明 读者 可 以 从 $8 标题 中 所 列 的 参考 文献 中 找到 ,或 
者 可 从 前 几 节 的 定理 的 证 明 中 自己 推导 出 来 。 

考虑 具有 随机 干扰 的 Hopfield 神经 网 络 
а =| —Bx(z)+ Ag(x(t)) 14 + o(x(t))dW (t) 


10.8-1 
х(0) = x € R" 1220 ) 
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这 里 
B = diag(b1,…,b,) b; = „A 


T; 
A = (ai) nxn aij = с 


g(x) = col(gi(zi),'",g,(z,)) giler >20 230 

8: 为 sigmoidal 函数 ， | g(x) | <p; | Ti | 

W(t) = AW), e, W(t)) 是 定义 在 (0Q,3,P) 上 的 m 
维 布 朗 运 动 。 

定理 10.8.1 如 果 存 在 一 个 对 称 正定 矩阵 Q = (д) „х, 
BPR LCR М p20, 1h V x € R" ,有 
2x7Q[ — Bx + Ag(x)] + tracel aT (x) Qo(x) ]<pxTQx (10.8-2) 
х'Өо(х)о (x) Qx(x'Qx)? (10.8-3) 
则 对 于 V x00, 4 


,lim зир Fiat Il x(t, tos xo) | <- (0-5) a.s. (10.8-4) 


特别 地 ,者 p> 分 , 则 (10.8-1) 式 的 零 解 几 乎 必然 指数 稳定 。 
Ж 可 构造 Ляпунов 函数 V(x)=xiQzx ,而 证 略 之 。 
推论 10.8.1 若 存 在 一 个 对 角 正 定 矩 阵 Q = diag(q1,…， 
Qn ) 和 实数 р >0, p20, (HR V x CR’ A 
{тасе[ 07 (x) Qo(x)] < p(x7Qx) 
| х7 (х) (х) Ох Z р(х! Ох) 
& 
{eat b; + (0 V aiz) B; | t= J 
š Na lag | B+ фав ij 
АН) Н = (hi) ax ,的 最 大 特征 值 。 
当 eax H)220 时 
АН) 


lim sup Lig | x(ż,xo) || )<-(o-F let ming. ]) as. 
mre tient! 
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Аъ (H)<0 时 


limsup ~ 工 lg | x(t,x9) | ) 委 一 (о T [a + Ama Amex(H) 


АК: 


Dice, (10.8-1) 式 的 零 解 是 几 


-]) a.s. 


WH Amal HE0, T [a + Amas 


ey 


乎 必然 指数 稳定 的 。 
或 当 ) (HE)<0, 工 [w+ als (10.8-1) 式 的 零 解 
是 几乎 必然 指数 稳定 的 。 


推论 10.8.2 BB = |а] 1<i<n RY, AFE n 
个 正 数 g] ,gq,,… ,9g; ,使 得 | 
ВУ; ql0V sgn(a;;) ]% < gb; 1<у< ля 
j=1 


жа a=] SLi 县 假 没 пас отк) Феб) О 


хтОс(х)с' (х) Өх > ear) Vx € К" 
这 里 Q = diag(gq1,…,q;) Ale >0,Í>0, W(10.8-1) RAR 
Е 


lim sup Hlg ll (хо) 1) (0-2) М0 


Н <p , 则 (10.8- 1) 式 的 零 解 是 几乎 必然 指数 稳定 的 。 
从 上 面 这 些 理论 结果 ,推出 一 个 有 趣 的 事实 ,任何 一 个 确定 性 
的 神经 网 络 (10.8-1)( 即 c=0), 可 以 通过 随机 振动 实现 稳定 性 
化 ,正如 自动 控制 理论 中 的 镇 定 一 样 ,从 实用 的 观点 者 , 仅 限于 选 
择 线性 随机 振动 , 即 
o(x(t))dw(t) = 22Bix(z)dW, (z) (10.8-5) 
从 而 (10.8-1) 式 变 为 
ах(2) = Bz(z)+ Ag(x(z)) ]de + $ Be(2)dW, (2) 
m = x€ К" 
(10.8-6) 
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这 里 trace[o? (x) Qo (x)] = Xl QB,x 


x'Qo(x)o? (x) х = tracel (х) Qxx"Qo( x) 
= = уз Bl QB = > (тову) 
k=1 
s(x) = = (Bix, B,x) 
由 定理 10.8.1 可 导出 如 下 有 用 的 结果 。 
定理 10.8.2 ВТЕ ЕЕН Е 
Q = (gi) nxn 
МЕТ z€ R 和 p>>0 ,使 得 V x€ R". 
2xTQ[— Bx + “Ag(x)]- + >) BAB xTQx 
和 > (атов) 之 p(xTQr)2 成 立 , 风 
k=1 
lim sup Tlg( | x(t,x9) |) <- (о = 5) . a.s. 
Fi ро -5 , 则 (10.8-6) 的 平凡 解 几乎 必然 指数 稳定 。 
#1 4 B,= Q. ,1<k;<m 


这 里 I Jë — PE, Q, (1<;= m ) 均 为 实数 , 则 神经 网 
络 (10.8-6) 式 就 变 为 


dx( = [- Bx(z) + Ag(x(2))]ds + >) Q (DAWC) 


(10.8-7) 
HERE Q 为 一 单位 矩阵 ,此 时 
Ул yTB,QB,x = У) | Bix |? = У Qa | x |? 
ü Е Е (10.8-8) 
отв) = Ўто) = DAEN 


k=l 


(10.8-9) 


527 


内 此 有 2x!Ag(x)<2| х | А [| Mzg(x)]| <281AI xl? 


这 里 B= maxB, I ` | Beane PEPER, Вр 

| A || =sup{ || Ax Il :хЄР", | x |] =1} 
因此 ax p[ - Be + Ак(х)]<2(В8— b) || x |? (10.8-10) 
这 里 b =minb; 


综合 (10.8-8) (10.8-9) (10.8-10) 式 和 定理 10.8.2, Ухо 
#0, 
lim sup Tle( Il хеке) <- GAN- GP- аз. 
ФЕ S QE>2(B— b) 时 ,神经 网 络 (10.8-6) 式 的 零 解 =0 
几乎 必然 指数 稳定 。 | 
如 果 取 Q, =0, 4 2<k<m , 则 (10.8-6) 变 为 更 简单 的 方程 
dx(zt)=[— Bx(t) + Ае(х(2)) 14+ Qix(t)dwi(t) 
(10.8-11) 
即 仅 用 一 个 布朗 运动 作为 随机 振动 的 源 ,只 要 Q>- b), W 
能 保证 这 个 随机 神经 网 络 零 解 几乎 必然 指数 稳定 。 
下 面 考虑 随机 时 洁 神 经 网 络 
dx(t) = [— Bx(z) + Ag(x(t — r))]dt + o(x(t) 
| ex(t- r))dw(t) 1 之 0 
x(0) = &(s) — r < s < 0 (10.8-12) 
B,A 与 (10.8-1) 式 定义 相同 。 
x(t—z)=col(z (t —1),°,2,(t-17)),¢€ C[Rnx R", 
Р" "|, WER Lipschitz 条 件 和 线性 增长 条 件 ,z(0,0)=0。 
定理 10.8.3 ” 若 存 在 几 个 正 数 4;,i 二 1,2,…,n ,使 得 矩阵 


A 
Ç “| 负 定 ,这 里 
A’ D 
C = diag( 一 2b; + difi, 7 26, + di 62) 
D = diag(— 4,5, — dp) 


H= 
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K-AAH MAKE, BA z € (0,4), 使 得 
tracel T (x, y)o(x,y)]<p | x |]? +A Il абу) |? 


x,y Rr x В" (10.8-13) 
则 (10.8-12) 的 任意 解 有 二 阶 矩 ляпунов 指数 估计 式 


lim Pig EC | x(2,20) | 2)] <- € 


e€(0,4 一 py) 是 方程 
max (edir je + )=А-и 


的 唯一 解 , 邑 (10.8-12) 的 零 解 是 均 方 指数 稳定 性 的 。 
定理 10.8.4 假设 定理 10.8.3 的 条 件 (10.8-13) 式 代 之 以 


trace[ oT (x, y)o(x,y)]< > (x? + dy) + А | ey) 1 2 


V(x,y) € R* x R" 
其 它 条 件 不 变 , 这 里 
и; + Ó; < À 1<icn 
则 (10.8-12) 式 的 解 的 二 阶 矩 Ляпунов 指数 有 估计 式 
limsup ЕГЕС x(z,ë) |2] <- € 


这 里 E€ (0, тіп(д — , — 8;) EAE ` 
max (ейт! + 6% + и; + £) =A 
的 解 ,换言之 ,(10.8-12) 式 的 零 解 均 方 指数 稳定 。 
例 2 考虑 一 个 二 维 的 具有 时 滞 的 Hopfield 型 随机 网 络 
z(t)| _/-4 0 x 
d "ОТ 0 2) n)” 


2 -1 баир 

В 
\ 1 с dt By 
这 里 ,1(i=1,2) 是 两 个 正 的 常数 , 且 


ei- е 
ез +е 


+ 


в1021(2-т1)) 
gl z(t- тз)) 


а) 


(10.8-14) 


в:(2х:) = 
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Ж B=1 & d i =4,d,=2,Wj 
-4 0 2 -2 


-2 1 0 -2 
WEWE H RE, H 的 最 大 特征 值 为 -X= -0.2474。 
求 方程 | 
max|4er eer, + єєгзе° + e | =0.2474 (10.8-15) 
的 解 ,例如 ri;=r=1。 
则 方程 (10.8-15) 变 为 
4ee: + e = 0.2474 
AiR є=0.04762 
现 考虑 w(t ) 是 一 实 值 的 布朗 运动 ,和 且 B, 是 一 个 n X n 的 常 
PEEB EE ,使 得 
| B, || 2 << 0.2474 
选取 o(x,y)=Bg(y) x,y€ R2 
这 里 gly) = (я1(у1), 82052)" 
使 得 
tracelo? (х,у)о(х,у)1< | Bg(y) |2 < | Bi ll? | z(y) 2 
<0.2474 | g( y) 1? 
故 随 机 时 灌 系 统 (10.8-14) 式 的 最 高 阶 矩 Ляпунов 指数 不 大 于 
T Eo 
例如 取 ti = rz = 12 , W (10.8-14) K H R A BJ ВЖ 
Ляпунов 指数 不 大 于 一 0.04762。 


+ ш N 一 
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内 容 简 介 


本 书 以 李 雅 普 诺 夫 函 数 泛 函 法 为 主 , 辅 以 拉萨 尔 不 
变 原理 、 比 较 原 理 及 代数 方法 ,用 统一 观点 和 近代 手段 介 
绍 了 各 种 方程 所 描述 的 动力 系统 的 稳定 性 。 全 书 共 10 
章 ,第 一 章 扼 要 地 介绍 了 动力 系统 的 概念 及 书 中 要 用 的 
主要 数学 工具 。 第 二 、 三 章 集中 概括 地 叙述 了 常 微 分 方 
程 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 经 典 理论 及 推广 。 第 四 章 论述 了 非 
线性 控制 系统 绝对 稳定 性 的 充 要 条 件 及 新 的 充分 条 件 。 
第 五 章 叙 述 了 两 类 连续 神经 网 络 的 稳定 性 。 四 五 章 可 
视 为 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 理论 \ 方 法 的 实际 应 用 。 第 六 章 
详细 地 阐述 了 差分 方程 动力 系统 的 稳定 性 。 第 七 章 给 出 
了 微分 差分 方程 稳定 性 的 基本 理论 和 方法 及 较 多 的 实 
例 。 第 八 章 介 绍 了 泛 函 微分 方程 稳定 性 的 基本 结果 。 第 
九 章 叙 述 了 用 偏 微分 分 方程 、 偏 泛 函 微分 方程 描述 的 动 
力 系统 的 稳定 性 。 最 后 一 章 是 介绍 随机 微分 方程 及 随机 
泛 函 微 方程 的 各 种 稳定 性 及 对 随机 神经 网 络 的 应 用 。 


Throughout this book, by the thread of Liapunov 
function and functional method, associated with LaSalle 
invariance principle, comparison principle and algebraic 
method, we attempt to study stability theory of dynamical 
systems generated by wide ranges of equatios, via an uni- 
form point of view and modem methods. There are ten 


chapters in this book. Chapter 1 is a concise introduction 
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of concepts abouts dynamical systems and preliminary of 
mathematical knowledge which will be used in this book. 
The classical Liapunov’ s theory for dynamical systems 
generate by ordinary differential equations and may devel- 
opments of it are presented generally in chapter 2 and 3. 
Chapter 4 specifies necessary and sufficient conditions of 
absolute stability and many sufficient conditions derived by 
them. In chapter 5, two classes of artificial neural net- 
works (Hopfield neural network and cellular neural net- 
work are studied. Chapter 4 and 5 can be regarded as the 
applications of Liapunov’ s stability theory. Actually, 
there are many examples of the applications in other chap- 
ter. Stability of discrete dynamical systems is one of the 
modem topics of stability. Chapter 6 deals with stability of 
discrete dynamical systems generated by difference equa- 
tions. In chapter 7, for dynamical systems generated by 
differential — difference equations, basic theory and meth- 
ods of stability are presented with many practical exam- 
ples. For functional differential equations, we give an out- 
line of theoretical results and methods , without too many 
examples, since most of examples for functional differen- 
tial equations, in fact, are appeared as differential ~ differ- 
ence equations. Stability of dynamical systems generated 
by partial differential equations and partial functional dif- 
ferential equations are studied in chapter 9. Stability re- 
sults of stochastic differential equations and stochastic 
functional differential equations are presented in the last 
chaper, which include the work of the author cooperated 


with professor Xuerong Mao in Britain. 
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